BULLETIN OF PHYSICS AND APPLIED MATHEMATICS Vol. 1, No. 1 (2025)
10.34658/bpam.2025.1.33-60

PIOTR GORSKI*!, MACIE] DEUZNIEWSKIT!

DRGANIA SWOBODNEGO PRETA JAKO WSTEP
DO OPISU DRGAN KAMERTONU

1 Instytut Fizyki Politechniki Lodzkiej, ul. Wolczanska 217/221, 93-005 £6dZ, Polska

Przedstawiony w pracy opis drgar podtuznych i poprzecznych preta pokazuge, ze
w przypadku wykorzystania drgajgcego preta, jako elementu bedgcego Zrodlem fal
mechanicznych w powietrzu decydujgce znaczenie ma sposob zamocowania preta
oraz sposéb pobudzania preta do drgan.

Opis podtuznych drgan preta znalazt miedzy innymi zastosowanie w modelu tzw.
rury Kundta, gdzie warunkiem wzbudzenia drgan preta jest zamocowanie preta
na sztywno (w jednym lub w dwdch miejscach) tak, aby na jego koricach powstala
strzalka.

Préba wykorzystania opisu drgan podluznych preta do wyjasnienia zasady dziala-
nia kamertonu, jako Zrédla fal mechanicznych w postaci dZwicku o zadanej cze-
stotliwosci, jest calkowicie bledna gdyz zgiety pret w kamertonie nie jest w Zad-
nym ustalonym miejscu sztywno zamocowany i dlatego nieuprawnione wydaje
sie zalozZenie, Ze jego drgania sq¢ drganiami podluznymi.

Stowa kluczowe: kamerton, drgania podtuzne, drgania poprzeczne

1. ZASADA DZIALANIA KAMERTONU

Pod pojeciem kamertonu zwykle rozumie si¢ przyrzad stuzacy do strojenia instrumentéw
muzycznych. W gronie kamertonéw najbardziej popularny jest tzw. kamerton widetkowy
wynaleziony w Anglii w roku 1711 przez Johna Shora zwany ,diapazonem” [1]. Takim ka-
mertonem najczesciej jest metalowy pret zgiety w polowie w ksztalcie litery U i umocowany
na podstawce zwanej stopa. Zwykle stopa i pret stanowig jednosé. Widelki kamertonu po-
budzane sa do drgan poprzez uderzenie w jedno z ramion kamertonu mloteczkiem. Widok
typowego kamertonu stroikowego (stuzacego do strojenia instrumentéw przedstawiono na
rysunku 1.
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Rysunek 1. Kamerton stroikowy ustawiony na tzw. pudle rezonansowym wraz
z wyposazeniem w postaci mioteczka
Zrodio: opracowanie wlasne.

Zasada dzialania kamertonu polega na wzbudzeniu w nim zlozonych drgan widelek w wy-
niku uderzenia mloteczkiem. Widetki drgajac:

1. staja si¢ zrédlem fali akustycznej (o zadanej czestotliwosci) w otaczajacym kamerton
powietrzu,

2. wprowadzaja w drgania stope, co schematycznie przedstawiono na rysunku 2.

Rysunek 2. Zasada wprowadzenia w ruch géra-dét stopy kamertonu. Gdy ramiona
kamertonu sq zblizone do siebie to wygiccie w ksztalcie litery U zmienia nieznacznie
swdj ksztalt powodujgc obnizenie polozenia stopy. Gdy z kolei ramiona kamertonu
sq oddalone, to ksztalt litery U ulega splaszczeniu i stopa unosi sie do gory
Zrédlo:[2].

Z uwagi na fakt, ze same drgajace ramiona sa stabym promiennikiem fal akustycznych,
brzmienie kamertonu mozna wzmocni¢ umieszczajac stope na odpowiednio skonstruowanym
pudle rezonansowym, co pokazano na rysunku 3. Pudlo stanowi plaska skrzynka otwarta
z jednego lub obu koncéw. Dlugoséé pudla jest tak dobrana, aby w przypadku pudla otwar-
tego na jednym koficu miato ono dlugosé réwna 1/4 dlugosci fali dzwickowej w powietrzu
powstalej w wyniku drgan stopy z zadana czestotliwoscia. W przypadku pudla obustronnie
otwartego dlugo$é¢ pudla to 1/2 dlugosci fali dzwickowej w powietrzu.

Konstrukcja pudla wzmacniajacego dzwiek oparta jest na zjawisku rezonansu. Gdy ge-
nerator fal dZzwigkowych (takim jest drgajaca stopa kamertonu) umiesci¢ w $rodku gornej
powierzchni jednostronnie otwartego pudla to po wprawieniu powierzchni w drgania moze
w pudle powstaé fala stojaca, co zobrazowano na rysunku 3.

34



P. Gorski, M. Dtuzniewski BPAM Vol.1, No.1 (2025)

Stopa kamertonu

Strzatka fali stojacej /J'I ._) <+— Wezet fali stojacej

Lp

Rysunek 3. Rezonans fali dzwiekowej w pudle jednostronnie otwartym. Dlugo$é
v
pudla Lp = Ap/4, gdzie A\p = L Oznaczenia: Ap to dlugosé fali akustycznej
w powietrzu, vp to predko$é fazowa rozchodzenia sie fali akustycznej w powietrzu,
za$ fx jest czestotliwoscig drgan kamertonu

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Analiza drgan kamertonu jest dosy¢ skomplikowana. Podstawowy model drgan mozna
opisaé poprzez rozwazenie rozchodzenia si¢ zaburzenia w rozprostowanym kamertonie pozba-
wionym stopy, co przedstawiono na rysunku 4, z uwzglednieniem, ze érodek tak powstalego
preta musi drga¢. W dalszej czeSci zostanie rozstrzygniete czy te drgania sa podluzne czy
poprzeczne.

|] |]

Rysunek 4. Rozprostowany i rozmontowany kamerton. Widelki mozna przedstawic,
jako pret o dlugosci L

Zrédto: opracowanie wlasne.

Whprawienie preta w drgania polega na uderzeniu wen mloteczkiem. Podczas uderzenia mto-
teczka, wektor predkosci Uys z jaka uderza on w pret moze by¢ nachylony pod dowolnym
katem do preta. Skutkuje to tym, ze w precie moga rozchodzi¢ sie¢ dwa zaburzenia: podtuzne
— wzdluz osi preta, poprzeczne — prostopadte do osi preta.

2. DRGANIA PODLUZNE PRETA

Mozna zalozyé, ze pret, w ktérym bedzie rozchodzi¢ si¢ fala podtuzna to prostopadloscian
o dlugosci L i wymiarach poprzecznych b x g, jak na rysunku 5.
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g

Rysunek 5. Widok analizowanego preta o przekroju poprzecznym w ksztalcie
prostokgta o wymiarach b x g
Zrédlo: opracowanie wlasne.

Wprowadzajac jednowymiarowy uklad odniesienia {z, z}, polozenie preta mozna zobra-
zowaé jak na rysunku 6.

v
=

Rysunek 6. Polozenie preta w jednowymiarowym ukladzie odniesienia {x, z}
Zrédlo: opracowanie wlasne.

Pret wykonany jest z materiatu, dla ktérego znane sa: gesto$é p oraz modul Younga E.
Niech w odlegtosci x; od poczatku preta znajduje si¢ odcinek preta o diugoéei dz. Wiadomo,
ze w dowolnym punkcie z; preta o przekroju poprzecznym S wystepuja naprezenia normalne
o(x;) opisane wzorem

o F()
ow) = g2, M
gdzie F(z;) jest wartoScia sily prostopadlej do przekroju poprzecznego preta. Obecnosé na-
prezenia skutkuje pojawieniem si¢ deformacji e(x;), zwiazanej z naprezeniem o(x;) poprzez
prawo Hooke’a

() = (%) = Lo, 2)

Zalozenie, ze mloteczek uderza cyklicznie w pret z czestoscia wyy,, prowadzi do wniosku, ze
pod wplywem tych uderzen w precie rozchodza sie cykliczne naprezenia normalne. Wowczas
naprezenia o (z;) oraz o(x; +dz) wystepujace w poblizu odcinka dz preta mozna przedstawié
tak jak na rysunku 7.

a(x;)

R o(x; +dx) |
F(xl-) —>

<« F(x;+dx)

X x; + dx

Rysunek 7. Naprezenia i sily wystepujgce na obu konicach odcinka dx preta
Zrédlo: opracowanie wlasne.

Oznacza to, ze zgodnie ze wzorem (2.1) i (2.2) na lewy przekrdj odcinka dz preta podziata
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sila F'(z;) réwna
F(x;) = FES dad (3)
P} = oz ) ..~

za$ na prawy przekrédj odcinka preta da podziata sila F(x; + dz) réwna

0z
F(z; +dz) = ES ( ) . (4)
81: x;+dx

Zwrot silty F'(z; + dx) jest przeciwny do zwrotu silty F'(z;). Wynika to z trzeciej zasady
dynamiki Newtona. W rzeczywistosci sita F'(x; + dz) jest przylozona ze strony elementu dxz
na kolejny element znajdujacy sie po prawej stronie od dz, podobnie jak sila F(x;) jest sila
przylozona do elementu dzx ze strony sasiadujacego z dx elementu po jego lewej stronie.

Oznacza to, ze na element dx dziata wypadkowa sita F', ktérej warto$é¢ mozna wyznaczyé
w oparciu o zaleznosci (3) i (4) ze wzoru

F = F(x; + dz) — F(z;) = ES {(giﬁ)ww - (gjj)t] . (5)

o
Rozwijajac funkcje 8—2 w szereg Taylora i ograniczajac rozwinigcie jedynie do pierwszego
i

sktadnika szeregu, mozna otrzymad

0z 0%z 0z 0%z
r=ps [(ar) * (ﬁ) - (m)] =S (ar) @ ©®

Pod wplywem sily F', zgodnie z druga zasada dynamiki Newtona, element dz o masie dm
porusza si¢ z przyspieszeniem a opisanym réwnaniem
0%z F F

= 5E " dm ~ pSdr’ )

Podstawiajac zaleznosé (6) do (7) otrzymuje sie réwnanie

02
ES(22) da
0%z Ox? 2 E [(0%z 8
o2 pSdx = p \ 022 o )
Z uwagi na fakt, ze dlugos$é elementu dz jest bardzo matla, to we wzorze (8) mozna opuscié¢
indeks z; i otrzymadé réwnanie fali dla dowolnego punktu x preta w postaci

8%z  E 9%z )

o2 pox?
Rozwigzaniem tego réwnania rézniczkowego drugiego stopnia jest miedzy innymi funkcja
z(x, t) opisana réwnaniem

z(z,t) = Ap sin(wapt — kpx + o), (10)

gdzie Ap jest amplituda drgan podtuznych, wys jest czestoscia drgan dowolnego elementu
dx preta oraz ki = 2mw/AL jest tzw. wektorem falowym fali podluznej o dlugosci A\, pod

warunkiem, ze
(ﬂ)g _E (11)
kr P
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Roéwnanie (10) opisuje rozchodzenie si¢ w precie podluznej fali plaskiej, dla ktérej wyrazenie
bedace argumentem funkcji sinus jest tzw. faza fali p(z,t) réwna

o(x,t) = (Wt — krz + o), (12)

gdzie pq jest tzw. faza poczatkowa.

Ustalajac dowolna warto$é¢ funkcji opisanej wzorem (12) — np. niech o(z,t) = o
mozna sprawdzié jak jednocze$nie musza zmieniaé sie argumenty funkcji (12) (czyli = i t)
aby faza fali pozostawala taka sama (stala). Wynika stad, ze rézniczka takiej fazy musi by¢
réwna zeru

d(p(z,t)) = dpc = 0. (13)
Oznacza to, ze
d(p(z,t)) = d(wmt — krx + @o) = wydt — kpdz = 0. (14)
Stad d
=i (15)

Wyrazenie (15) opisuje predkosé, z jaka przesuwa sie wzdluz osi x stala faza np. ¢ i stad
nazwa tej predkosci to ,,predkosé fazowa vp” rozchodzacej si¢ w precie fali podtuznej opisanej
réwnaniami (9) i (10) i wynosi ona (w oparciu o wzér (11))

Wpr E
wm B 16
. , (16)

vp =

Zgodnie z zasada Huygensa, gdy fala dotrze do kofica preta (np. = L) punkt konicowy
staje sie zrédlem wtérnej fali (tzw. odbitej) o dokladnie takiej samej czestotliwosci jak fala
pierwotna tyle, ze wedrujacej w przeciwna strone niz fala pierwotna. Osrodkiem otaczajacym
pret jest powietrze, ktérego opér falowy Zpowictrze = ppv;?), gdzie gestosé powietrza p, =
1,185 kgm ™ zag vgf) >~ 346ms~! jest predkodcia fazowa fali w powietrzu. Opér falowy
powietrza jest duzo mniejszy od oporu falowego preta Zpeta = pvp = VEp, co skutkuje
tym, ze fala odbita na koncu preta nie jest przesunieta w fazie wzgledem fali padajacej.
Oznacza to, ze w precie przemieszczaja sie dwie fale wzajemnie spéjne (o tych samych
czestotliwosciach 1 poréwnywalnych amplitudach A ) nakladajace si¢ na siebie, czyli w tym
przypadku interferujace ze soba zgodnie z réwnaniem

z(z,t) = Ap sin(wumt — krz) + Ap sin(wart + kpz). (17)
Wykorzystujac wzér trygonometryczny
a+0 a—0

sina + sinf = 2sin cos — (18)
oraz fakt, ze funkcja cosinus jest funkcja parzysta, réwnanie (17) przyjmuje postaé
z(x,t) = 2Ay sin(wpt) cos(kpx). (19)

Fala odbita wedrujac w precie ponownie odbija sie, ale tym razem na drugim koncu preta
(w punkcie z = 0). Zgodnie ze wzorem (19)

z(x = 0,t) = 2Ay sin(wpt) cos(kr, x 0) = 2Ay sin(wast). (20)
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Oznacza to, ze w tym punkcie pret drga z maksymalna amplituda réwna 2Ay. Ale z punktu
widzenia symetrycznosci zjawiska identyczna sytuacja musi mie¢ miejsce w punkcie x = L,
czyli

Z(T = L7 f) = 2AL sm(wa) COS(’CLL) = QAL sin(wMt). (21)

Zatem koniec preta (z = L) drga z amplituda 24, wtedy i tylko wtedy gdy
cos(kr L) = £1. (22)

Gdy cos(k,L) = —1 to kL = m. Oznacza to, ze w precie rozchodzi sig fala o dlugosei Az,
ktérg mozna wyznaczy¢ ze wzoru

2m

—L=m, 23

v (23)
czyli

A1 = 2L. (24)

Dlugosci fali A1 odpowiada czestotliwosé frq drgan podtuznych kazdego elementu preta

VR 1 E
= 2 2
fra o an\ o (25)

Takie drganie mozna zobrazowac jak na rysunku 8.

strzatka = . , . ———
~ .~ 124,
w & ——— pretodtugosciL

_—
T SN

—_— strzatka
wezet

Rysunek 8. Drganie podiuine preta z czestotliwo$cig fr1. Jest to tzw. ,mod
podstawowy” drgajgcego preta
Zrédlo: opracowanie wlasne.

Gdyby z kolei cos(kr L) = +1, to ki L = 2m. Oznacza to, ze w precie rozchodzi sie fala
o dlugosci Apg, ktéra mozna wyznaczy¢ ze wzoru

2
L =on, (26)
AL2
czyli
Az =L. (27)

Dlugosci fali Aps odpowiada czestotliwosé fro drgan kazdego elementu preta

VR 1 |E 1 |FE
= = |—=2—4[—=2 . 2
fr2 s o\ o\ fra (8)

Takie drganie mozna zobrazowa¢ jak na rysunku 9.
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strzatka
strzalka — . | v —— . strzalka
N ~ .~ P2, >~. ~- o
ZAi__/'?.\_._ ‘-/’?.\._-QZAL
wezet wezet

pret o dtugosci L

Rysunek 9. Drganie podiuzne preta z czestotliwosciq fro. Jest to tzw. ,drugi mod
harmoniczny” drgajgcego preta

Zrédto:opracowanie wilasne.

Przedstawione na rysunkach 8 i 9 drgania preta stanowia przyklady tzw. fal stojacych,
ktére moga zaistnie¢ w drgajacym precie. Niemniej warunkiem ich powstania jest okresowe
uderzanie mloteczkiem w pret. Zakladajac, ze brak jest czynnikéw rozpraszajacych ener-
gie, to gdy w catkowitej objetosci preta przemieszczaja sie w obie strony fale spéjne mozna
w pewnym momencie odstapi¢ od uderzania mloteczkiem w pret a fala stojaca bedzie nie-
skonczenie dlugo wystepowaé w precie.

W precie mozna wzbudzié¢ kolejne mody fal stojacych, ktérym odpowiadaja coraz to
wyzsze czestotliwosci — odpowiednio frs, fr4, --., fon, gdzie n jest liczba naturalng —
bedace wielokrotnoscia czestotliwosci podstawowej fr,1

frn =nfr1. (29)
O tym jaki mod (sposéb) drgania wystapi decyduja dwa czynniki:
1. sposéb zamocowania (podparcia) preta,
2. zasoby energetyczne.

Zamocowanie na stale preta w jego srodku powoduje, ze w precie rozchodzi sig¢ fala o czesto-
tliwosci fr1 lub fala o czestotliwosci bedacej nieparzysta wielokrotnoscia czestotliwosci fr1.
Zamocowanie preta w dwédch miejscach (w weztach jak na rysunku 9) skutkuje drganiami
preta z czestotliwoscia fro lub parzystymi wielokrotnosciami fr;. Gdyby jednak sposéb za-
mocowania preta byl nieustalony to o wyborze sposobu drgan zadecyduje energia drgajacego
preta.

Objetosciowa gestosé energii fali mechanicznej p{;” w punkcie P o wspélrzednej zp

opisuje wzor
1 92\” 9z\?
En 2
v, t)p = -p (*) +v (*) . (30)
v 2 { ot )p F\oz ) p

Po podstawieniu réwnania fali stojacej (19) do powyzszego wzoru
Pt (z,t)p = 2pATwi; [cos® (krap) cos® (wart) + sin®(kpxp) sin®(wart)] . (31)

Stad energie En drgajacego preta w danej chwili t® opisuje wzér

En(t®) = /L pE™ (2, t®) dx . (32)
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Po podstawieniu (31) do (32) koficowy wzér na energie En(t®) drgajacego preta jest postaci

En(t®) = 2pA2.2, 1L + A sin dnl cos(2wprt®) | . (33)
2 47 AL

Sredni@ energie (En) drgajacego preta w jednym okresie T jego drgania opisuje wzér

T
En(t®)dt®
@mzﬁgifg—. (34)
Stad po podstawieniu (33) do (34) $rednia energia wynosi
1
(En) = 2pA2W3, - §L = pLA3W3, = An?pL A2 £ . (35)

Oznacza to, ze S$rednia energia drgajacego preta zalezy od kwadratu czestotliwo$ci modu
drgania i jest najmniejsza dla podstawowego modu, czyli drgania preta z czestotliwoscia
fr1. Zatem majac do wyboru rézne mody drgania, gdy brak jest warunkéw brzegowych
zwiazanych ze sposobem zamocowania preta, wybiera on drganie o jak najmniejszej energii
czyli drganie z czestotliwoscia fr1, jak gdyby ,sugerujac” aby go podeprzeé¢ w jego $rodku.
Poréwnujac rysunek 4 z 8 widaé tutaj pewien problem. Zgodnie z rysunkiem 4 w $rodku
preta, (czyli tam gdzie znajduje sie stopa kamertonu) powinny wystepowaé drgania. Ale
zgodnie z rysunkiem 8, dla podstawowego modu drgania preta, w jego $rodku znajduje sie
wezel. To z kolei sugeruje, ze dobrze by bylo, aby w takim precie powstal ,drugi mod har-
moniczny drgania” ze strzatka w $rodku preta. Aby tak jednak moglo sie staé, pret musialby
by¢ podparty w wezlach jak na rysunku 9. Z zasady dzialania kamertonu wynika jednak,
ze pret z ktérego jest on wykonany nigdzie z wyjatkiem jego srodka, gdzie umieszczona jest
stopa kamertonu, nie jest podparty. To podparcie w $érodku preta jest szczegdlne, bo stopa
kamertonu dziala jak przetwornik ,mechaniczno-akustyczny” przenoszacy drgania preta na
powierzchnie pudla, do ktérej dotyka nézka, tak jak pokazano na rysunkach 1-3.

Podsumowujac powyzsze rozwazania nalezy podkreslié¢, ze drgania podluzne nie wystar-
czaja do opisu dzialania kamertonu z nastepujacych powoddéw.

1. Wymagaja one cyklicznego uderzania mloteczkiem, najlepiej w specyficzny sposéb,
réwnolegle do preta, przy czym czestotliwo$é f uderzen musi spelnia¢ warunek

vp
== 36
fo=4E (36)
Dodatkowo, aby powstala fala stojaca
A
L=nZk, (37)
2
gdzie z kolei n € N (nalezy do zbioru liczb naturalnych) i stanowi o tzw. rzedzie fali
harmonicznej. A w praktyce w kamerton uderza si¢ tylko raz.

2. Nawet gdyby uderzaé cyklicznie, to dla podstawowego modu drgajacego, nie zamoco-
wanego w specjalny sposob preta, w jego srodku powstaje wezel, a w rzeczywistosci
powinna w tym miejscu by¢ mozliwosé drgania preta — czyli najlepiej gdyby w srodku
preta powstawala strzatka.

3. Drgajacy kamerton jest stabym emiterem fal dzwiekowych w powietrzu i o jego funk-
cjonalnosci stanowi przede wszystkim mozliwosé pobudzania do drgan punktu styku
stopy kamertonu z podlozem.
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DRGANIA POPRZECZNE PRETA

Modelowy pret przedstawia nadal rysunek 5. Korekty wymaga wprowadzenie kartezjanskie-
go, dwuwymiarowego {x,y} ukladu odniesienia co przedstawia rysunek 10.

Rysunek 10. Polozenie preta w kartezjariskim ukladzie odniesienia {x,y}

Zrodto: opracowanie wtasne.

Niech w chwili poczatkowej w pret w punkt o dowolnej wspolrzednej z; uderza prosto-
padle do preta mloteczek, tak jak na rysunku 11.

x (O—

| Xi |

Rysunek 11. Uderzenie mioteczka w pret
Zrédlo: opracowanie wlasne.

Powoduje to, ze w miejscu uderzenia z; pojawia sie odksztalcenie preta w ksztalcie, ktore
przypomina litere U. Mozna to zobrazowaé jak na rysunku 12.

X; x
| iyl |
-

Rysunek 12. Lokalne odksztalcenie preta w punkcie o wspétrzednej x; spowodowane
uderzeniem mioteczka

v

Zrddto: opracowanie wlasne.

To lokalne odksztalcenie odcinka dz preta w punkcie x; mozna powiekszy¢, co przedstawiono
na rysunku 13.

42



P. Gérski, M. Dluzniewski BPAM Vol.1, No.1 (2025)

Rysunek 13. Powiekszenie lokalnego odcinka dx preta. Linia przerywana
przechodzqca przez Srodek preta (oznaczona kolorem niebieskim) to tzw. linia
(warstwa) neutralna preta. Pod wplywem deformacgi nie ulega ona ani wydluzeniu,
ani skroceniu. Warstwy preta poloZone powyzej warstwy neutralnej ulegajg
skroceniu, za$ warstwy potoZone ponizej ulegajq wydiuzeniu. sa i sp to styczne do
zdeformowanego odcinka dx preta w punktach A i B. ny i np to tzw. normalne,
czyli proste prostopadle do stycznych odpowiednio s i sp

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Celem rozwiazania zagadnienia drgan poprzecznych preta jest znalezienie
algebraicznej postaci funkcji opisujacej zaleznosé y od x dla linii neutralnej
(niebieskiej na rysunku 13) czyli funkeji y(z).

Niech w odlegloéci z od linii neutralnej znajduje sie warstwa o gruboéci dz, ktora ulega
wydtuzeniu o de. Aby to bylo mozliwe do tej warstwy musi by¢ przytozona sita dF', normalna
do warstwy, o wartosci dF' i spelniajaca prawo Hooke’a

de 1dF

= = 38

dz  FEdS’ (38)
gdzie dS jest polem powierzchni przekroju warstwy o grubosci dz. Przekrdj poprzeczny
preta, jako prostokata o wymiarach b X g, przedstawiono na rysunku 14.

/

gl T T T T 77 —Zi_ dz

Linia neutralna

»
>

Rysunek 14. Przekrdj poprzeczny preta

Zrodlo: opracowanie wlasne.
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Stad element powierzchni dS wynosi

dS =10b-dz. (39)
Zgodnie z rysunkiem 13 deformacja de warstwy d.S wynosi

de =z -dyp, (40)

gdzie dep jest katem pomiedzy normalnymi do wygietego fragmentu dz preta w punktach A
iB.

Podstawiajac (39) i (40) do réwnania (38) mozna wyznaczy¢ wartosé sity normalnej dF
niezbednej do deformacji warstwy dz

zdy de
F=F =FEb| — . 41
d bdz I b(da:)ZdZ (41)

Wartosé catkowitego momentu silty M potrzebnego do zdeformowania fragmentu dz wynosi

9/2 de 9/2
M = / zdF = Eb (—) / 22 dz. (42)
—9/2 dz ) J_g/2

Wystepujaca we wzorze catka oznaczona jest tzw. ,momentem bezwladnosci przekroju po-
przecznego belki” i wynosi

9/2 1.
J:b/ 22 dz = —bg>. (43)
—g/2 12
Oznacza to, ze calkowity moment sily opisuje wzér
de
M=FE-(—|- -J. 44
(£) (44)

d
Wystepujaca we wzorze (44) pochodna d—CP opisuje tzw. krzywizne K linii neutralnej, zapi-
x

sanej jako funkcja y(x), w punkcie z;
d
(di)m B )

Woéwezas wzor (44) przyjmuje postaé
M(z:) = E-J - K(x). (46)

Aby fragment belki dz mogt si¢ lokalnie wygia¢, musza by¢ do tego fragmentu przylozone
momenty sil M jak na rysunku 15.

M(xi) y
@vw M (x; + dx) R

X x; +dx X

Rysunek 15. Momenty sit niezbedne do zdeformowania fragmentu belki dz

Zrodlo: opracowanie wlasne.
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Momentom sil towarzysza sity T prostopadle warstwy neutralnej preta, zwane sitami tna-
cymi [3]. Sile tnaca (poprzeczng) przyjmuje si¢ jako dodatnia, gdy bedzie ona dazyla do
wywolania ruchu obrotowego analizowanego elementu zgodnie z ruchem wskazéwek zegara.
Mozna to zobrazowaé na rysunku 16.

?(xaI ML 6% y

Xi l T(x,- + dx) x

Rysunek 16. Sily tngce (poprzeczne) przylozone do elementu dx preta
Zrédlo: opracowanie wlasne.

W stanie réwnowagi mozna wyznaczy¢ rownania momentéw sit wzgledem $rodka ciezkosci
elementu dz, ktory to srodek umieszczono w punkcie o wspélrzednej z; + dz

T(x;) - de + M(z;) — M(z; + da) — T'(z; +dz) - 0 = 0. (47)
Ale
oM
M(z; +dz) = M(z;) +dM = M(z;) + e dz. (48)
g4 xT
Stad
M
T ),
czyli
oM
T(x;) -de=(——) daz.
() - dz ( o )11 x (50)
Oznacza to, ze sila tnaca w punkcie o wspélrzednej z; wynosi

T(z:) = (?) . (51)

Podstawiajac zaleznos$é (46) do (51) dostajemy, ze sile te opisuje wzér
oK
T(x))=FE-J-| —— . 52
(@) (%) (52)
Krzywizne linii neutralnej y(z) fragmentu dz belki w punkcie z; opisuje znany z geometrii
rézniczkowej [4] wzér
Py
(o) = ——=—L8 . (53)
Jy
1 4

7 uwagi na fakt, ze element dz jest bardzo malo odksztalcony

(2) < o0

i
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wynika, ze
~ (9%
K(z;) = <W)z . (55)

Po podstawieniu wyrazenia (55) do (52) otrzymaé mozna wzér opisujacy warto$¢ sily $cina-

el o (0? &
. f— . D 7?/ = . . 7?/
T(w)=E-J- o ((%2)% E-J <3w3>zl (56)

Stad wypadkowa, pionowa sila F(z;) dzialajaca na element dz, chcaca go przywrdcié do
polozenia réwnowagi, wynosi

F(x;) = T(z;) — T(x; + da) (57)

i jest ona skierowana zgodnie ze zwrotem osi y na rysunku 16.
Rozwijajac funkcje T'(x) w szereg Taylora mozna ograniczy¢ sie do pierwszego wyrazu
rozwiniecia

T(x; +dz) 2 T(z;) + (%)z dz. (58)

Po podstawieniu zaleznosci (58) do (57) wartosé sily F(x;) opisuje wzdr

T T
F(x;) 2 T(z;) — |T(x) + <(37>IL d:L’:| >~ <%T>z7 dz. (59)
Podstawienie wyrazenia (56) do (59) prowadzi do wzoru
o o'y
Sita ta zgodnie z druga zasada dynamiki Newtona dzialajac na mase dm elementu dz jest
réwna ) )
0%y 0%y
F(x;) =dm- (@)M =pSdz- (w>wl. (61)
Poréwnujac wzory (60) i (61)
?y\ L 'y
Stad
0%y oty -
pSdx (w)“ +EJ <@>wi dz =0, (63)
czyli
0%y oty
S| = EJ|— dr 0. 64
{p (aﬂ)ﬁ <ax> g (64
Oznacza to, ze réwnanie opisujace wspotrzedna y ruchu elementu do pod wplywem uderzenia

mloteczkiem jest postaci
0%y oty
2 —= 1 =0. 5
pS( t2>+EJ<8x4> 0 (65)
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Jest to poszukiwane réwnanie rézniczkowe opisujace zaleznosé y(x,t) dla linii neutralnej
belki [5].

Poréwnujac réwnanie (9) opisujace propagacje fali podluznej w belce z réwnaniem (65)
opisujacym propagacje poprzecznego zaburzenia w belce widaé, ze réwnanie (65) nie jest
klasycznym réwnaniem falowym.

Réwnanie (65) mozna zapisa¢ w postaci

0%y J (9%
— E—-|-=)=0.
p (8752) Ty <6r4> 0 (66)
Niech 7
L =2, 67
g =X (67)
Stad, w oparciu o wzér (16) kladac, ze vp = ¢ jest predkoscia fali podluznej w precie
*y\ | EJ (dY %y a0 (O
ZJ 2229 (22 - ~—Z) =o. 68
(5) + 55 (50) = (5) v (55) (68)

Powyzsze réwnanie mozna rozwiazaé¢ metoda separacji zmiennych [5]. Niech funkcja y(z,t)
bedzie iloczynem dwoch funkeji: jednej I'(¢) zaleznej tylko od czasu oraz drugiej ¥(x) zaleznej
jedynie od potlozenia, zgodnie z réwnaniem

y(z,t) =T(t)¥(x). (69)

Po podstawieniu (70) do (68)

Wéwezas

or 5 o'
U(z) (W) + (ex)°T'(t) (W) =0. (71)
Po separacji zmiennych wzér (71) przyjmuje postaé
1 o°T g 1 o'
— | = )| = —(¢ . 72
i () =50 (3 ()
Mozna przyjaé, ze lewa i prawa strona tego réwnania sa réwne pewnej ujemnej stalej —w?
1 [/o°T 9
(=) =— 73
(%) <8t2 ) “ (73)
oraz o
1
2 2
_ = —w2. 4
g5 (51 ) =~ (74)
Z réwnania (73) wynika, ze
o°Tr 5
W —+ w F(t) =0. (75)

Jest to réwnanie oscylatora harmonicznego, ktérego ogélnym rozwiazaniem jest funkcja ze-
spolona

[(t) = Doet™! 4 Toe L. (76)
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Z kolei z réwnania (74) wynika, ze

(52)- (2) v

Wprowadzajac nowa zmienng v taka, ze

N

v = weyx (78)

réwnanie (77) mozna zapisa¢ jako

(32)- ) wo

Poszukiwana funkcja ¥(z) jest taka funkcja, ktérej czwarta pochodna jest podobna do danej.
Stad funkcje W(z) przedstawi¢ mozna w postaci wykladniczej

U(zx) = Ae™. (80)

Po podstawieniu zalezosci (80) do (79)
4
A pve (Y v
~v* Ae <U> Ae™". (81)

Oznacza to, ze

Wzér (82) mozna przedstawi¢ w postaci
A= () () o =
(-2 6+2) (2) ()= “

Oznacza to, ze sa cztery rézne vy

Stad

w w W w
Mm=— Y2=-— Yz=i—, Ya=—i— (85)
v v v v
oraz, ze funkcja ¥(x) przyjmuje postac
U(z) = A" + Aze??® + Aze™® + Age®. (86)

Wiynika stad, ze funkcja y(z,t), zgodnie ze wzorem (69), przyjmuje postaé
Ho,t) = e - [Ae¥e 1 Bem¥e + Ge¥e 4 Demita] (87)

gdzie A B, CiD sa zespolonymi amplitudami.

Powyzsze rownanie nie opisuje jednak zaburzenia rozchodzacego si¢ ze stala predkoscia
fazowa vp = ¢, z jaka rozchodzi si¢ fala podtuzna w precie. Mozna to uzasadnié¢ w nastepujacy
sposéb. Gdyby rozwazyé jedynie jeden ze skladnikéw w réwnaniu (87) np.

§(x,t) = et . DeTivT = Deilwt=52) (88)
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to cze$é rzeczywista (88) przyjmuje postaé
y(x,t) = D cos (wt — gl’) = Dcos(wt — k*z), (89)
v

gdzie predkosé fazowa vE rozchodzacego sie powyzszego zaburzenia to

dx w w
D
= == = =w. 90
T ©) ! (90)
v
Zgodnie ze wzorem (78)
vE = exw. (91)

Oznacza to, ze zaburzeniom o réznych czestoéciach w odpowiadaja rézne predkosci rozcho-
dzenia sie¢ stalej fazy. Wynika stad, ze zaburzenie poprzeczne w precie (w odréznieniu od
zaburzenia podluznego) podlega zjawisku dyspers;ji.
Wykorzystujac tozsamosci trygonometryczne
et = cosha + sinh o (92)

oraz wzory Eulera
eF = cosa & isin o (93)

mozna ograniczy¢ réwnanie (87) do przestrzeni rzeczywistej i wéwczas
y(z,t) = T cos(wt + ¢) [A cosh (gx) + Bsinh (£x> + C cos (Ex) + Dsin (Ex)] , (94)
v v v v

gdzie state I'g, A, B, C'i D sa juz teraz amplitudami rzeczywistymi. Oznacza to, ze zgodnie
ze wzorami (69) i (76)

T'(t) = To cos(wt + ¢) (95)
oraz

() = [A cosh (%x) + Bsinh (%az) + C' cos (%m) + Dsin (%x)] . (96)

Mozna sprawdzié, ze faktycznie réwnanie (94) jest rozwigzaniem réwnania (68) opisuja-
cego rozchodzenie sie drgan poprzecznych w precie. Druga pochodna y po czasie t wynosi

% = —w? . cos(wt + @) - W(z) = —w? - T(t) - (z). (97)

Kolejne pochodne czastkowe y po & wynosza
% = T(t) (%) [A sinh (%m) + Bcosh (%x) — Csin (%az) + Dcos (%x)] , (98)
TY 1) (£)” [Acosh (£x) + Bsinh (L) — Ceos (L) ~ Dsin (22)] . (99)
% = I(t) (%) [Ath ( ) + Beosh (%r) + Csin (%m) Dcos (%r)] . (100)
P9 —r(t) (%) [Acosh (22) + Beinh (22 + Ceos (Ur) + Deos (Y2)] . (100

Widaé, ze

% =TI(t) (%)4 U(z). (102)
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Po podstawieniu zaleznosei (97) i (102) do (68) oraz uwzgledniajac wzér (78)

cxw

—w? T(t) - U(z) + (ex)2T(t) (%)4\11(95) — W2 T(t) - U(x) [( = )2 - 1} =0. (103)

To potwierdza, ze funkcja y(z,t) opisana réwnaniem (94) jest rozwigzaniem réwnania (68)
opisujacego rozchodzenie si¢ drgan poprzecznych w precie.

Pozostaje problem wyznaczenia amplitud A, B, C'i D. Z warunkéw granicznych wyni-
ka, ze na koncach preta nie wystepuja ani momenty sil ani sily $cinajace. Oznacza to, ze
w poczatku preta, dla x = 0 moment sity M (z = 0) = 0 oraz T'(x = 0) = 0. Stad w oparciu
o wzory (52) i (55)

0%y
M(z=0)=F — =0. 104
(x =0) J(8x2)z:0 0 (104)
Ale wobec zwiagzkéw (99) i (104)
0y r(t) (”)2 [A cosh(0) + Bsinh(0) — C cos(0) — Dsin(0)] = 0 (105)
— = — 1 inh(0) — — Dsin =0.
ox? ) . _, v
Wynika stad, ze
A-C=0, (106)
czyli
A=C. (107)
Z kolei w oparciu o wzoér (56)
T(x=0)=EJ Py =0 (108)
- ox3 ) o

Czyli po zastosowaniu zaleznosci (100) i wobec (108)

@ =T(¢) (8)3 [Asinh(0) + B cosh(0) 4+ C'sin(0) — D cos(0)] =0 (109)
925 ) .~ . in sin S =0.
Wynika stad, ze
B-D=0, (110)
czyli
B=D. (111)

Oznacza to, ze réwnanie (94) przyjmuje postaé

y(z,t) = T cos(wt + @) {A [cosh (gx) + cos (gx)] + B [sinh (fgg) + sin (gac)] } .
v v v v
(112)
Wobec tego, druga i trzecia pochodna czastkowa y po x, zgodnie ze wzorem (112), opisane
sa wzorami

g;g_r(t) (2)" {4 [cosh (Z2) — cos (Za)] + B [sinh (Za) —sin (%2)]}, (113)
g =10 (3)" {4 [son (S2) +sin (S2)] + 3 oot ($2) = oon (32)]} - 110
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Stad, wiedzac, ze dla drugiego swobodnego kofica preta (czyli dla z = L) moment sily i sila
$cinajaca sa réwniez réwne zero, to

M(z=1L)=FEJ (g;)FL =0, (115)
czyli
T'(t) ( ) {A [th ( ) — cos (%L)} +B [sinh (%L) — sin (%L)]} =0, (116)
a takze )
T(x=L)=EJ (Z—;Z) » =0, (117)
czyli

I'(t) ( ) {A [smh( L) 4+ sin (%Lﬂ +B [cosh (%L) — cos (%L)]} =0. (118)

Z réwnan (116) i (118) wynika, ze

A [cosh (%L) — cos (%L)] =-B [sinh (%L) — sin (%L)] (119)
o A [sinh <%L> + sin (%L)] =-B [cosh (%L) — cos <%L>] . (120)

Nalezy wyznaczy¢ takie czestodci w, dla ktérych réwnania (119) i (120) sa réwnowazne.
W tym celu najpierw nalezy pozby¢ sie amplitud A i B dzielgac stronami powyzsze réwnania

A [cosh (£L) - cos (%L)] — B [sinn (1) —sin (1) (121)
Alsinh (20) +sin (Y2)] =B [eosh (Y1) = cos (UL)]

cosh (%L) — cos (%L) sinh (

sinh (%L) + sin (%L) cosh (

Stad

) (122)
L) -«
Mnozac wyrazenia we wzorze (122) na krzyz
2
[cosh (EL> — cos (EL)] = [Sinh (EL) + sin (gL)] - [Sinh (£L> — sin (gL)] . (123)
v v v v v v
Stad
cosh? (SL> — 2cosh (fL) - cos (SL) + cos? (EL) = sinh? (SL> — sin? (£L> , (124)
v v v v v v
czyli
cosh? (EL) — sinh? (EL) —2cosh (EL) - cos (EL) +sin? (EL) + cos? (EL) =0. (125)
v v v v v v
Korzystajac z tozsamosci trygonometrycznych

cosh?(©) — sinh?(@) = 1 (126)
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oraz

sin?(©) + cos?(©) = 1, (127)
réwnanie (125) mozna przepisa¢ w postaci
w w
1— 2cosh (;L) . cos (;L) +1=0. (128)
Stad
w w
cosh (EL) - cos (ZL) =1. (129)

Powyzsze rownanie mozna zapisa¢ w postaci

cos (%L) - coshzwL) —0. (130)
v

Niech zmienna p definiuje wzor

L. (131)

w
H=—
v

Gdyby wprowadzi¢ funkcje h zmiennej p zdefiniowana jako

1

cosh(p)’ (132)

h(p) = cos(p) —

to wykres tej funkeji mozna przedstawié¢ jak na rysunku 17.

h(p)

01 23456 7 8 91011121314 151617181920
w/(7/2)

Rysunek 17. Wykres funkcji h(p)

Zrodio: opracowanie wilasne.

Z wykresu funkcji h(p) wynika, ze przyjmuje ona wartosci réwne zero dla argumentéw
w zebranych w tabeli 1.
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Tabela 1. Argumenty p, dla ktdrych funkcja h(p) przyjmuje wartoSci réwne zero.
Pierwiastki funkcji h(p) wyznaczono numerycznie przy pomocy procedury Szukaj wy-
niku w arkuszu kalkulacyjnym Microsoft Excel.

.

i/ (7/2)
3,011237462
4,999505341
7,000021359
8,999999077
11,00000004
13,00000000
15,00000000
17,00000000

Zrédlo: opracowanie wilasne.

0 O Ut = W N+~

7 wykresu wida¢ wyraznie, ze wraz ze wzrostem wartosci argumentéw zanika wklad funkcji
cosinus hiperboliczny (cosh) i dominuje funkcja cosinus (cos).

Kolejne czestodel w; dla ktérych zaleznosei (119) i (120) sa sobie réwnowazne spelniaja
rownania

wil T s 011237462,
U1 2
L

wal g x 4,999505341,

2 (133)
UJ3L ™
32 = L % 7,000021359,

V3 2

wL w .
22— L x08,999999077, itd.

V4 2

Oznacza to, ze wykorzystujac wzér (78), czestotliwodei f; z jakimi moze drgaé pret opisuja
réwnania

_mex 2
fi=gpz x (3,011237462)%,
fa = 22X (4,999505341)2,
8L?
o 2 (134)
fs = gpz % (7,000021359)%,
mex 2 4
fa= gz < (8,999999077)%, itd.

Kolejne czestotliwodel maja sie do siebie (w przyblizeniu do czterech miejsc po przecinku)
jak

fiifoifaifa:..=1:2,7565:5,4039:8,9330: .... (135)

Oznacza to, ze kolejne czestotliwosci nie sa harmonicznymi czestotliwosci podstawowej f1,
czyli nie sa wielokrotnoéciami czestotliwosci podstawowej fi.

Dla kazdego modu drgania preta (czyli sposobu jego drgai) zaburzenie w precie rozchodzi
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sie z inng predkoscia fazowa. Wykorzystujac wzér (78) predkosci te opisuja réwnania

5%

v = X x 3,011237462,
vy = TX 5 4,999505341,

2L

2L (136)
vg = 2 X 7,000021359,

Tex

vy = % 8,999999077, itd.

2L
Kolejne predkosci maja si¢ do siebie (w przyblizeniu do czterech cyfr po przecinku) jak

V1 iU U3 Vg ... =1:1,6603:2,3246:2,9889:.... (137)

Do réwnania (125) mozna doj$é jeszcze w inny, réwnowazny sposéb. Réwnania (119)
i (120) tworza uktad dwoch réwnan jednorodnych z dwiema niewiadomymi A i B

A [cosh (%L) — cos (%L)] B [sinh (%L) _sin (%L)] 0, ss)
A [sinh (%L) + sin (%L)] + B [cosh (%L) — cos (%L)] 0.

Najprostsze rozwiazania tego réwnania to A = 01 B = 0. Tyle, ze wtedy zgodnie z réwnania-
mi (94), (107) i (111) y = 0 dla kazdego = w dowolnej chwili czasu — co oznacza brak drgania
preta. Warunkiem istnienia niezerowych rozwiazan ukladu réwnan (138) jest zerowanie sie

wyznacznika
cosh (gL) — cos (EL) sinh (SL) — sin (EL)
v v v v

w w w w =0 (139)
sinh (fL) + sin (7L> cosh <7L> — cos <7L)
v v v v
co prowadzi do zwiazku (123).
Rozwiazanie réwnania (129) umozliwia uzyskanie zbioru w; € {w1,ws,ws,ws, ...}, kto-

rego cztery pierwsze wyrazy to w; wystepujace w réwnaniach (133). Kazdemu w; odpowiada
para niezerowych amplitud A® oraz B spelniajacych rownanie

A® [cosh (ﬂL) — cos (&L>} + B® [sinh (ﬁL) — sin (ﬁL>} =0,
V; V; V; Vs

A® [Sinh (EL) + sin (&L)] + B® [cosh (ﬂL) — cos (ﬂL>} =0.
V; Vi v; (%3

Gdyby przyjaé, ze A® jest znane to wéwezas z dowolnego z réwnan (140) mozna wyznaczy¢
B, Na przyktad wykorzystujac pierwsze z réwnan (140)

cosh (&L) — cos (ﬂL)
B — _ vi Ui 7 A0, (141)

sinh (&L) — sin (&L)
U; (3
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Woéwezas réwnanie (112) przyjmuje postaé

yla,t) = AD . cos(wit + ¢) - { {cosh (égll) + cos (%}Z; Sﬂ)]

[T ED] o) s e
Itsinhiagiifzjsin(%@” [ h(%}zf )+ (“5 )H (142)

Amplituda A® zalezy od warunkéw poczatkowych.

Niech np. L = 1 m. Wéwczas zgodnie ze wzorem (133)

T —1
wi=v- o 3,011237462s (143)
oraz w - 2L
;l = 3011237462 = 4,73m ", (144)
1

Roéwnanie (142) przyjmuje wéwczgstostaé

ylz,t) = AW - cos(wit + ¢) - {[cosh(4,73ac) + cos(4,73x)]

[cosh(4 73) — cos(4.73)

Sinh(4.73) — sin(4,73) | [sinh(4,73z) + sin(4,73x)]}. (145)

Mozma zdefiniowaé funkcje n? (z)
M (x) = [cosh(4,73z) + cos(4,73z)] — 0,9825 - [sinh(4,73z) + sin(4,73z)]. (146)
Wykresy funkeji (V) (x) oraz —n(!) (x) przedstawiono na rysunku 18.

n(x) () —W(2)
2,0

1,5
1,0
0,5
0,0

0,5

1,0

-1,5

-2,0
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10
L/m

Rysunek 18. Wykresy funkcji nM (x) oraz —n™ (z)

Zrédlo: opracowanie wiasne.
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Z wykreséw widaé, ze strzalka drgan preta wystepuje w jego srodku (dla xg) = 0,500m).
Z kolei wezly drgan wystepuja dla xSﬁf = 0,224 m oraz dla xq(ﬁz) = 0,776 m. Taki spos6b
drgania preta nazywa sie modem podstawowym drgan poprzecznych.

Gdyby utrzymacé zalozenie, ze L = 1m to dla drugiego modu drgan, zgodnie ze wzorem
(133)

Wy = vy - —JL x 4,999505341 5! (147)
oraz
w2 T 1
Y2 _ T x4 41 = . 14
2= gp * 4990505341 = 7 85m (148)

Roéwnanie (142) przyjmuje w tym przypadku postaé

y(z,t) = A® . cos(wat + ¢) - {[cosh(7,85x) + cos(7,85z)]

_ [cosh(7,85) — cos(7,85)

- [sinh i . (14
sinh(7,85) — sin(7,85) [sin (7,85m)+sm(7,85$)]} (149)

Woéwezas funkcja 7 (z) przyjmuje postaé
73 (x) = [cosh(7,85z) + cos(7,85z)] — 1,0008 - [sinh(7,85x) + sin(7,85z)]. (150)

Wrykresy funkcji n(?) () oraz —1 (z) przedstawiono na rysunku 19.

n(z) n (x) —n@(z)
2.0

15
1,0
0,5

00 o1 02 03 04 05 06 07 08 09 10
L/m

Rysunek 19. Wykresy funkcji n®(z) oraz —n® ()
Zrédio: opracowanie wlasne.

Z powyzszych wykreséw widaé, ze strzalki drgan preta wystepuja dla x@ =~ (0,308 m oraz
a:(gz) =~ 0,692 m. Z kolei wezly drgan wystepuja dla ac,(,i) =~ (0,132m, Tq(‘i) =~ 0,500 m oraz dla

2$2) = 0,868 m.
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Dla trzeciego modu drgan, zgodnie ze wzorem (133)
w3 = v3 - % x 7,000021359 51 (151)

oraz .
w3 _ ~ -1
Y x 7,000021359 = 11,00m™ . (152)

Réwnanie (142) przyjmuje w tym przypadku postaé

y(z,t) = A®) . cos(wst + @) - {[cosh(llz) + cos(11z)]

B {cosh(ll) — cos(11)

Sinh(11) — sin(11) - [sinh(11z) + Sin(llx)]}. (153)

Wéwezas funkcja 7 (x) przyjmuje postaé
73 (x) = [cosh(11z) + cos(11z)] — 1,0000 - [sinh(11z) + sin(11z)]. (154)

Wykresy funkcji n® (z) oraz —n(® (z) przedstawiono na rysunku 20.

n(x) n® (z) —n®) ()
2,0

15
1,0
0,5
0,0

0,5

00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1,0
L/m

Rysunek 20. Wykresy funkcji n® (x) oraz —n®) (z)
Zrédlo: opracowanie wlasne.

7 powyzszych wykreséw widaé, ze strzalki drgan preta wystepuja dla z(s?l’) =0,220m, xg‘:)
0,500m oraz xé? =~ 0,780m. Z kolei wezly drgan wystepuja dla zq(jfl) = 0,094 m, xq(j,‘,)
0,356 m, z2) 2 0,644 m oraz dla &) = 0,906 m.

Dla czwartego modu drgan, zgodnie z zaleznoscig (133)

1R

Wy =y - % X 8,999999077 s~ (155)
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oraz
wy T

ve 2L
Roéwnanie (142) przyjmuje w tym przypadku postaé

% 8,999999077 = 14,14 m™ . (156)

y(z,t) = AW . cos(wat + @) - {[cosh(14,14w) + cos(14,14z)]

cosh(14,14) — cos(14,14) . . -
{sinh(14,14) ~si(14,14) [sinh(14,14z) 4 sin(14,14x)] p. (157)

Wéwezas funkcja n (z) przyjmuje postaé
7™ (x) = [cosh(14,14x) 4 cos(14,14x)] — 1,0000 - [sinh(14,14x) + sin(14,14z)].  (158)

Wykresy funkcji n(*) () oraz —n® (z) przedstawiono na rysunku 21.

n(x) 'Y (z) —n™ ()
2,0

1,5

00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10
L/m

Rysunek 21. Wykresy funkcji n™ (z) oraz —n™ (z)
Zrédto: opracowanie wlasne.

Z powyzszych wykreséw widaé, ze strzalki drgan preta wystepuja dla zg‘f) ~ 0,171 m, wg) ~
0,389 m, x_(;;) ~ 0,611m oraz x,(;i) ~ 0,829m. Z kolei wezly drgan wystepuja dla xﬁ;‘f ~
0,073m, %) ~ 0,277m, 24 ~ 0,500m, z{) ~ 0,723 m oraz dla z{) ~ 0,927 m.

W analogiczny sposob mozna przedstawiaé¢ kolejne mody drgan. Z wykresé6w na rysun-
kach od 18 do 21 wynika, ze o sposobie drgania preta decyduje sposéb jego podparcia.
Dobierajac punkty podparcia tak, aby znajdowaly sie¢ one w miejscach potozenia weztoéw
dla poszczegdlnych modow, mozna wybraé konkretny poprzeczny mod drgania. Charakte-
rystyczne jest to, ze dla poprzecznych modéw bedacych nieparzystymi wielokrotnosciami
modu podstawowego w $rodku preta wystepuja strzatki. Dla parzystych wielokrotnosci po-
przecznego modu podstawowego w $rodku preta pojawia sie wezel.
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Wrykorzystujac drgajacy pret jako zrédlo dzwieku podpiera sie go w weztach poprzecz-
nego modu podstawowego przedstawionego na rysunku 18. Miedzy innymi z powodu tego,
ze wezly pozostalych modéw znajduja si¢ w innych miejscach niz dla modu podstawowe-
go, mody wyzszych rzedéw sa silnie tlumione. Stanowi to jeden z podstawowych powodow
wykorzystania podpartych pretow drewnianych lub metalowych do budowy melodycznych
idiofon6w sztabkowych czyli instrumentéw perkusyjnych typu ksylofon, marimba (drewniane
prety) czy dzwonki, wibrafon, czelesta (metalowe prety).

Drgajacy poprzecznie pret mozna jakosciowo wykorzysta¢ do wyjasnienia dzialania ka-
mertonu. Dla podstawowego modu poprzecznego drgan preta, w $rodku preta jest strzalka.
Wygiecie preta w ksztalcie litery U oraz dotaczenie w Srodku preta stopy powoduje, ze we-
zly takiego drgania zblizaja sie do $rodka preta [2]. Niemniej stopa kamertonu silnie drga.
O czestotliwodei drgan kamertonu, podobnie jak preta, decyduja zgodnie ze wzorami (133)
i(78):

1. material, z jakiego wykonano pret — gesto$é objetosciowa py oraz modul Younga F

wplywaja na wartos¢ predkosci ¢ = vp drgan podtuznych w precie;

2. zalozenia konstrukcyjne:

(a) dlugos$¢ ramion kamertonu — ok. L/2,
(b) typ przekroju poprzecznego preta z jakiego wykonany jest pret — wspdlezynnik
X jako funkcja S pola przekroju preta oraz J momentu bezwladnosci przekroju

poprzecznego preta.

Uderzenie mloteczkiem w jedno z ramion kamertonu pobudza w nim drgania zlozone
z wielu drgan nieharmonicznych, schematycznie przedstawionych na rysunku 22.

Rysunek 22. Schematyczne drgania ramion kamertonu dla kilku pierwszych drgan
nieharmonicznych

Zrédto: opracowanie wlasne.

Wraz z uplywem czasu wyzsze nieharmoniczne drgania zanikaja i pozostaje prawie tylko
drganie podstawowe. Ewidentnie pomaga w tym pudlo rezonansowe, ktérego konstrukcja
preferuje drganie o czestotliwosci podstawowej. Pudlo wzmacnia i wydluza czas dzialania
kamertonu [1].

3. PODSUMOWANIE

Przedstawiony w pracy opis drgan podtuznych i poprzecznych preta pokazuje, ze w przy-
padku wykorzystania drgajacego preta, jako elementu bedacego zrédlem fal mechanicznych
w powietrzu decydujace znaczenie ma sposéb zamocowania preta oraz sposéb pobudzania
preta do drgan.
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Podluzne drgania preta znalazty miedzy innymi zastosowanie w tzw. rurze Kundta, gdzie
warunkiem wzbudzenia drgan preta sa:

(a) zamocowanie preta na sztywno (w jednym miejscu posrodku lub w dwéch miejscach)
tak, aby na jego koncach powstala strzalka;

(b) przesuwanie z niewielkim naciskiem szmatki nasaczonej kalafonia (sproszkowana mie-
szaning kwaséw zywicznych, stuzaca do zwigkszenia szorstko$ci materialu szmatki, co
skutkuje wzrostem przyczepnosci szmatki do podloza) wzdluz preta w celu wzbudze-
nia w nim drgan podtuznych.

Modele drgan poprzecznych preta opisuja dziatanie szeregu instrumentéw idiofonicznych
takich jak
e dzwonki, ksylofony itp., gdzie Zrédlem dzwigku jest swobodny, jedynie podparty pret;

e harmonijka ustna czy akordeon, gdzie Zrédlem dzwigku jest tzw. stroik — czyli zamo-
cowany na jednym koncu drgajacy pret wprowadzany w ruch przez powietrze — stad
czesto ten typ instrumentéw przypisany jest do tzw. aerofonéw.

Préoba wykorzystania opisu drgan podiuznych preta do wyjasnienia dzialania kamertonu,
czyli zrédta dzwieku o zadanej czestotliwosci jest calkowicie bledna gltéwnie z dwéch powo-
dow:
(a) pret (zgiety) w kamertonie nie jest w zadnym ustalonym miejscu sztywno zamocowany
i dlatego nieuprawnione wydaje si¢ zalozenie, ze jego drgania to drgania podluzne;

(b) sposéb wzbudzania drgan polega na uderzeniu mloteczkiem w jedno z ramion kamer-
tonu — czyli wytworzeniu w kamertonie fali poprzecznej.

Niemniej, dokladny model drgan kamertonu wymaga uwzglednienia miedzy innymi:

(a) niejednorodnosci rozkladu masy drgajacego preta, wynikajacej zaréwno z dolacze-
nia do niego stopy jak i ewentualnego zastosowania dodatkowych przesuwnych mas
na ramionach kamertonu w celu niewielkiej korekty podstawowej czestotliwosci jego
drgan;

(b) drgan skretnych ramion kamertonu,

co nie zostalo rozwazone w powyzszej pracy.
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