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ADAM CHUDECKI*"2,  JANUSZ TOMASZEWSKI'?, PIOTR SLOMAT!

ROWNANIA TRZECIEGO STOPNIA
W DYDAKTYCE FIZYKI

! Centre of Mathematics and Physics, Lodz University of Technology, Al. Politechniki 11, 93-590 £.6dz, Poland
2 Institute of Physics, Lodz University of Technology, ul. Wélczanska 219, 90-924 £.6dz, Poland

W artykule dyskutujemy przydatnosé rownan trzeciego stopnia w izyce poziomu
szkoty sredniej i pierwszego roku studidow wyzszych technicznych. Doswiadczenia
dydaktyczne wskazujq, ze metody rozwigzywania takich réwnarn nie sq¢ szczegd-
towo przedstawiane uczniom i studentom. Ten stan rzeczy usprawiedliwia sie
twierdzqc, zZe réwnania trzeciego stopnia pojawiajq sie raczej w zaawansowa-nych
zagadnieniach. Polemizujemy 2z tq tezq analizujgc dwa, do$é elementarne
przyktady.

Keywords: rownania stopnia trzeciego, rownania sze$cienne, wzory Cardano.

1. WSTEP

1.1. Réwnania trzeciego stopnia

Ogolne rownanie stopnia trzeciego ma postac,
azr® +bx? + cx +d =0, (1)

gdzie a, b, ¢ i d to wspdlezynniki rzeczywiste badz zespolone, a x to zmienna (rowniez
rzeczywista, badz zespolona). Zakltada sie, ze wspotczynnik a # 0, w przeciwnym razie
rownanie (1) staje sie rownaniem stopnia drugiego, ktérego sposoby na rozwiazanie
znane byty od starozytnosci.

Historia réwnan trzeciego stopnia siega zamierzchlej historii starozytnego Babilonu,
Egiptu i Grecji [1]. Jednak dopiero w XVI wicku udato si¢ skompletowaé metode ich roz-
wigzywania. Zawdzieczamy to wybitnym matematykom tamtych czasow, wsrod ktorych wy-
mienié¢ nalezy takich uczonych, jak: Scipio del Ferro, Antonio Mario Fiori, Niccolo Tartaglia
i Girolamo Cardano. Fascynujacej historii odkrycia sposobu na rozwiazywanie réwnan trze-
ciego stopnia, matematycznych ,pojedynkéw na zadania”, przekazywanych w zaufaniu for-
mul i - wreszcie - ,zdrady”, o jaka Cardano zostal przez Tartaglie oskarzony, nie bedziemy tu
przytaczac. Zainteresowanych odsytamy do tresciwego bloga P. Gladkiego [2].

Nie bedziemy w szczegélach przedstwia¢ algorytmu, ktéry pozwala na znalezienie
wszystkich pierwiastkow rownania trzeciego stopnia (wiadomo, ze kazde réwnanie
trzeciego stopnia ma przynajmniej jeden pierwiastek rzeczywisty). Przypomnijmy
jedynie, ze przez podstawienie: b

rT=Yy- 3a

*adam.chudecki@p.lodz.pl
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rownanie (1) redukuje si¢ do tzw. postaci kanonicznej Cardano:

3 c b2 20 d b
- 2, —3pi=< - —2¢:= .
Y =3py+2q, —3p a 3a® = 5143 + a 3a? ®)

Rownanie (3) moze by¢ rozwiazane przy pomocy tzw.: wzoru Cardano

y=€/q+ q27p3+\3/q*vc12*p3 (4)

Szczegotowa dyskusje stosowalnosci wzoru (4) mozna znalezé w wielu pozycjach, np. w [3].

Wzor Cardano (4) pozwolil Rafaelowi Bombelliemu odkryé liczby zespolone (Algebra,
1572), ktorych obecna rola w matematyce i fizyce jest nie do przecenienia. Ot6z Bombelli
zauwazyl, ze nawet gdy ¢ — p® < 0, mozna ze wzoru Cardano uzyskaé¢ rozwiazanie rzeczy-
wiste. Bombelli postuzyt si¢ przyktadem x® = 15z + 4. Latwo odgadnaé, ze liczba 4 jest
rozwigzaniem tego rownania. Jednak wzor Cardano daje

r =2+ 11li + V2 — 114, (5)

gdzie 2 = —1. Bombelli zaproponowal algebraiczne reguly operacji na liczbach, ktore dzis
nazywamy zespolonymi. Otrzymat

Va¥ili=2+i, V2—1li=2—1, (6)

co w konsekwencji daje x = 4. W taki sposob odkryto liczby zespolone.

Zauwazmy jeszcze, iz posrod wszystkich rownan wielomianowych, ogolne metody ich roz-
wiagzywania mozliwe sa do sformutowania jedynie dla stopni < 4. Rozwiazan réwnan stopnia
piatego i wyzszych nie da sie juz niestety okresli¢ w skoriczonej liczbie krokéw, bazujacych
na wzorach zbudowanych ze wspotczynnikoéw rownania i wykorzystujacych cztery podstawo-
we dzialania arytmetyczne oraz pierwiastki stopni naturalnych. Dowodu tego niezwyklego
faktu dostarcza tzw. twierdzenie Abela-Ruffiniego, szeroko oméwione np. w [4].

1.2. Rownania szescienne w dydaktyce fizyki i matematyki

Doswiadczenia zebrane przez autoréw w trakcie pracy nauczyciela akademickiego dowodza,
ze zagadnienie rownan szedciennych (jak i rownan czwartego stopnia), nie jest zagadnieniem
szeroko poruszanym na ¢wiczeniach z matematyki i fizyki. Réwnania wielomianowe stopni
wyzszych niz drugi rozwiazywane sa juz raczej na ¢wiczeniach z metod numerycznych, gdzie
odpowiednie pierwiastki znajduje si¢ np. przy pomocy metody Newtona-Raphsona. Podejscie
takie usprawiedliwia sie twierdzac, ze rownania szescienne nie pojawiaja sie w zagadnieniach
fizycznych poruszanych na lekcjach w szkole §redniej i na wykladach na pierwszych latach
studiéw technicznych.

Nie jest to prawda. Faktycznie, problemy wymagajace umiejetnosci rozwiazywania row-

nan stopnia trzeciego nie sa powszechne, ale z cata pewnoscia wystepuja i to w zagadnieniach,
ktorych fizyczne p odstawy nie wykraczaja p oza zakres szkoly $redniej.
Jednym z najprostszych i najbardziej klasycznych probleméw, w ktorym naturalnie poja-
wia sie rownanie szeScienne, jest zagadnienie dwoch, zawieszonych naprzeciwko siebie, jed-
noimiennie natadowanych kul. Odpowiednie zadania mozna znalez¢ np. w kultowych juz
pozycjach pod redakcja M.S. Cedrika [5] i [6]. Sciste rozwiazanie takiego zagadnienia przed-
stawiamy w paragrafie 2.1. Bardziej wyrafinowanego przykladu dostarcza zagadnienie ruchu
ciala w polu grawitacyjnym przy obecnosci statych sit oporu powietrza — opisujemy je w para-
grafie 2.2.
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Wspomnijmy jeszcze, ze z rownaniem wielomianowym trzeciego stopnia spotkamy sie
takze na gruncie termodynamiki. Omawiane na pierwszym roku studiéow technicznych tzw.
rownanie Van der Waalsa stanu gazu rzeczywistego, zapisywane dla jednego mola tradycyjnie
w nastepujacy sposob:

a
(p + W) (Vin — b) = RT, (7)

mozna przeciez przeksztalci¢ do postaci:
pVi3 — (bp + RT)V2 + aV,, — ab = 0. (8)

Jest ono zatem réwnaniem wielomianowym trzeciego stopnia ze wzgledu na objetosé molowa.
Biorac pod uwage rzad wielkosci empirycznych wspolezynnikow a i b [7] oraz realne warto-
$ci ciS$nienia p i temperatury 7', otrzymamy zawsze jedno rozwiazanie rzeczywiste takiego
rownania (z uwagi na dodatni wyréznik postaci kanonicznej). Mamy zatem np. mozliwosé
obliczenia analitycznie objetosci molowej gazu dla innych niz normalne warunkoéw cisnienia
i temperatury.

2. PRZYKLADY

2.1. Zadanie 1: dwie natadowane kulki

Klasyczny problem, w ktéorym pojawia sie réwnanie trzeciego stopnia, to problem dwoéch
natadowanych cial. Rozwazmy dwie male metalowe kulki o jednakowych masach m powie-
szone na niciach o dlugosci I, zaczepionych w tym samym punkcie. Kulki te poczatkowo
stykaja sie ze sobg. Nastepnie dostarczamy im tadunek elektryczny 2¢, ktory rozktada sie na
nich po réwno, a w efekcie odpychanie kulombowskie rozdziela kulki tworzac z ich srodkow
i punktu zawieszenia trojkat rownoramienny o podstawie = (rysunek 1). Zadanie polega na
znalezieniu wspomnianej odleglosci z, na jaka kulki oddala si¢ od siebie.

W uproszczonym wariancie opisywanym przez Cedrika [5] przyjmuje sig, ze kat rozwarcia
nitek jest bardzo maly, wskutek czego otrzymuje sie trywialne rownanie trzeciego stopnia

0 rozwiazaniu
2klq?
v= (=L (9)
mg

gdzie k to ,stala” elektrostatyczna, zas g to przyspieszenie ziemskie. W wariancie ,,bezkom-
promisowym” na podstawie rysunku 1 znajdujemy zwiazki:

. T kq?

0=—, tgh= . 10
s 2 B mgx? (10)

Eliminujac z nich nastepnie kat 6 otrzymujemy réwnanie:
m2g2aS + E2¢* (22 — 41%) = 0, (11)

ktore mozna przeksztalci¢ do postaci:
) 2,274 2

ay? +y—4=0, a:="19 =2 (12)

k2q4 v Y 12

Rownanie (12) ma jedno rzeczywiste rozwigzanie bez wzgledu na wartos¢ parametru a (jest
to fizycznie jasne, jako ze przedstawione zagadnienie moze mie¢ tylko jedno rozwiazanie).
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Rysunek 1. Dwie odpychajace sie kulki: Q — ciezar kulek, Fc — sita kulombowskiego odpychania
miedzy nimi, FN — sila naciagu nici. W stanie réwnowagi wypadkowa sil dzialajacych na kulke
Wynosi zero
Zrédlo: opracowanie wlasne.

Uzywajac do jego rozwiazania dostepnych online narzedzi (np. [8]), dostajemy:

/1842 + v/3v/108a* + a3 1
y = - —_— - .
av/9 ¥/33/18a2 + v/3v/108a% + a3

Nie majac dostepu do narzedzi bazujacych na pakietach do obliczen symbolicznych, uzy-
skanie rozwiazania (13) — bez znajomosci wzoru Cardano — jest praktycznie niemozliwe.

(13)

1
Jesli jednak znamy wzor Cardano, poréwnujac (3) z (12) tatwo zauwazy¢, ze 3p = —— oraz
a

4
2q = —. Z (4) dostajemy
a

T R T I E 14)
L Vs a?  27a3 a a?  27a3

Oczywicie rozwiazania (13) i (14) sa tozsame, co tatwo sprawdzi¢. Wracajac do podstawienia
ze wzordéw (12) otrzymujemy odlegtosé miedzy kulkami:

V18a2 + v/3v108a" + a® 1
av/9 \3/3{3/18@2 + v/3v108a* + a3

=1 (15)

2.2. Zadanie 2: pionowy ruch matlej kulki w polu grawitacyjnym ze stalymi
oporami powietrza
W poprzednim przykladzie rownanie trzeciego stopnia (12) zalezalo od jednego parametru

rzeczywistego a, ktory mogt przyjmowaé¢ dowolne wartosci dodatnie. Na réwnanie trzecie-
go stopnia, zalezne jedynie od ustalonych wspolczynnikow, natykamy sie przy rozwazaniu
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zagadnienia ciala wyrzuconego pionowo w gore w polu grawitacyjnym przy obecnosci sta-
tych sit oporu (pomirimy dyskusje, czy stala sila oporu powietrza zdarza si¢ w realnych
sytuacjach).

Sformutujmy zagadnienie: napisz rownania na predkosé i droge podczas ruchu ,,w gore”
i ,w dol” dla ciala wystrzelonego pionowo do gory z predkoscia poczatkowa o wartosci vo;
wyznacz czas wznoszenia i opadania, predkosé w chwili uderzenia o podloze i maksymalng
wysokos¢, na ktora ciato sie wzniosto. Zadanie rozwiaz w dwoch przypadkach:

e przy braku oporéw powietrza,

e jesli opory powietrza przyjmuja stalta wartosc.

W drugim przypadku przebadaj zaleznoéé catkowitego czasu ruchu oraz wartosci predkosci
od wartosci sity oporu powietrza.

2.2.1. Ruch bez oporu

Rozwazmy mjpierw pzypadek bez oporu (rysunek 2 z F=0).

W perwszej fazie ruchu ,w gore” rownanie II zasady dynamiki Newtona ma postaé¢ mag,=—mg
z warunkami poczatkowymi s(0) =0, v4(0) =vo. W drugiej fazie ruchu "w dot" mamy maq=mg
o raz warunki po czatkowe s(0) =0, v4(0) =0. Ruch jest ruchem jednostajnie zmiennym i tatwo
znajdujemy zaleznogci:*

vg(t) = vo — gt; va(t) = gt (16)
gt? . gt?.

Sq(t) = t— ) sq(t) = )

solt) = vt =25 salt) =

Kiedy cialo osiaga maksymalna wysokosé¢ Hy, jego predkosé spada do zera. Oznaczajac przez
t4 czas wznoszenia, znajdujemy zaleznosci:
" (%) 1}(2)
= 0=5_;
Ty 29
W drugiej fazie ruchu, czyli w trakcie opadania w dol, cialo ma poczatkowa predkosé
rowng zero. Spada z wysokosci, na ktora wezesniej sie wzniosto, czyli z Hy. Czas opadania

tq znajdujemy zatem z warunku sq(tq) = Ho, otrzymujac:

=[50, (18)

Wykorzystujac zaleznosci (17) dostajemy
ty = ta. (19)

(17)

Predkosé uderzenia o podtoze v, = vq(tq), czyli
Vg = V- (20)

Predkos¢ uderzenia o podloze jest zatem rowna predkosci, z jaka cialo zostalo wystrzelone.
To zrozumiale, jako ze brak oporéw implikuje brak strat energii. Oznaczmy czas wznoszenia
i czas opadania w przypadku braku oporéw przez ty. A zatem

to = 2 = t, =t (21)

4 Bedziemy uzywa¢ indeksow ,,g” dla oznaczenia wielkosci w trakcie ruchu ,,w gore” oraz ,d” dla ruchu ,w dét”.
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-

F (sila oporu)

Q=myg Q=myg
H F' (sita oporu) H
w dot”
UO ”
\4 \ 4
Sw gore” (8
Rysunek 2. Ruch ciala w gére i w dot
Zrédlo: opracowanie wiasne.
Calkowity czas ruchu
te =ty +ta =2ty (22)

2.2.2. Ruch ze stalym oporem

Rozwazmy teraz sytuacje, w ktorej oprocz sity ciezkosci dziata sila oporu o statej wartosci
F > 0, takiej same]j podczas obu etapow ruchu (i zawsze przeciwnie skierowanej do chwilowej
predkosci ciala). Réwnania ruchu maja teraz postac:
mag=-—-mg—F = a;=—-g(1+2) (23)
mag=mg—F = aq=g9(l-2),

gdzie oznaczyliSmy x := —. Zauwazmy, ze sita oporu musi by¢ mniejsza od ciezaru cia-

ta. W przeciwnym razie w trakcie spadania ciala mogloby dojsé¢ do niefizycznej sytuacji,
w ktorej cialo pozostaloby nieruchome (lub w najlepszym przypadku spadalo ruchem jed-
nostajnym). Zaktadamy zatem, ze F' < mg, czyli x < 1. Oczywiscie, x > 0.

Stosujac rownania (23) znajdujemy

vg(t) = vo — (1 + 2)gt; va(t) = (1 - z)gt, (24)

t2 t?
= s =01-2)%

Podobnie jak w przypadku ruchu bez oporu, tatwo znajdujemy czas wznoszenia, wiedzac,
ze vy(tg) =0, co daje:

sg(t) =vot — (14 )

Vo t()
t =90 __0 25
g g(1+m) 1+$ ( )

Po czasie t, cialo wznosi si¢ na wysoko$¢ H = s4(t,), czyli:
1 U(Q) HO

H= 20 _ . 26
1+229 14z (26)

10
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tc(l')vt()

3.5

2.5

s 9 = (0,39661 ; 1,80536)

o 1/\/5 1 T

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 1.1

Rysunek 3. Wykres funkeji te(x)

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Aby wyznaczy¢ czas opadania, wykorzystajmy fakt, ze sq(tq) = H, skad otrzymujemy

Vo to

:g\/lfa;2 - V=2

Cialo uderza o podloze z predkoscia v, = v4(tq), co daje:

1-=z
Uk.:U(”/1+r. (28)

Zauwazmy, ze t, < tg < tq. Dokladniej, zachodzi relacja

1+z
td:tﬂ’/lfz' (29)

Czas caltkowity wyraza sie z kolei wzorem:

ta

t()t<1+ 1) (30)
(z) = —t—.
¢ Ttz " Vi-z2
Wykres funkcji t.(z) jest przedstawiony na Rysunku 3.

Z wykresu funkcji t.(z) widzimy, ze dla pewnej wartosci zmiennej = czas caltkowity jest
taki sam, jak w przypadku ruchu bez oporéw. Aby znalezé¢ te warto$é, musimy rozwiazaé

rownanie t, = 2ty, ktore daje:
z(1—-22%) =0 (31)

11
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v(t)
Vo
0, 657300 4. / minimalny czas catkowity
\
A\
\\
\\
(\/5 — 1)1;0 \ .....
\ -
\ > g
\ - g
\ / -
\ Y //
\ y ////
\
\ )
( - \/5)1‘0 to 1,8054t, 2t,
Rysunek 4. Wykres predkosci w funkcji czasu v(t)
Zrédlo: opracowanie wlasne.
Rownanie to ma trzy rozwiazania, z ktorych pierwsze x = ——— nie ma sensu fizycznego,

drugie x = 0 odpowiada oczywistemu przypadkowi ruchu bez oporéw, a trzecie, najbardziej

2 2
nas interesujace, to z = ——. Zatem, jesli sila oporu ma wartos¢ F' = 5 ™y, czas ruchu

jest doktadnie taki sam, jak w przypadku braku oporéw. Oczywiscie w takim przypadku
cialo wznosi si¢ na wysokosé nizsza niz Hp, a dokltadniej réowna Ho(2 — /2), oraz uderza
w podtoze z predkoscia (v/2 — 1)vp.

Teraz rozwazmy zagadnienie, ktore doprowadzi nas do réwnania trzeciego stopnia. Za-
uwazmy, ze funkcja ¢.(z) ma minimum. Istnieje zatem taka wartosé sity oporu, dla ktorej
calkowity czas ruchu jest najkrotszy. Minimum funkcji ¢.(x) znajdziemy przyrownujac do
zera jej pochodna. Dostajemy réwnanie:

223 — 227 432 —1=0. (32)

Roéwnanie to ma jeden pierwiastek rzeczywisty, rowny

3
wo= L1y VALV 7 ~ 0, 39661, (33)

3 z 0/2(4 + 3\/78)

Jest to interesujacy wynik: jesli sita oporu wynosi F' ~ 0,39661mg, catkowity czas ruchu
jest najkrotszy. Dokladniej, dla x = x¢p mamy:

ty ~ 0,71602t0, tq~1,08934ty, t.~ 1,80534ty, v~ 0,6573ve, H =~ 0,71602H, (34)

Na rysunku 4 przedstawiony jest wykres wartosci wektora predkosci w funkcji czasu dla
kilku réznych wartosci parametru x.

12
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3. PODSUMOWANIE

Opisane w paragrafach 2.1 1 2.2 przyktady pokazuja, ze rownania sze$cienne pojawiaja sie na-
wet w prostych zagadnieniach fizycznych. Problem dwoch odpychajacych sie kul to zadanie —
na poziomie fizyki zagadnienia — stopniem trudnosci nie wykraczajace poza ramy programu
szkoly §redniej. Jednak nawet takie zadanie stawia przed rozwiazujacym je uczniem réwna-
nie stopnia trzeciego. Bez znajomosci metody analitycznej lub bez dostepu do pakietow do
obliczeri symbolicznych znalezienie rozwiazania (15) przez ucznia szkoly sredniej lub nawet
przez studenta pierwszego roku studiéow technicznych jest, naszym zdaniem, niemozliwe. Po-
dobnie jest z rozwiazaniem (33) bardziej wyrafinowanego problemu minimalnego czasu ruchu
dla ciala poruszajacego si¢ w polu grawitacyjnym w obecnosci statych sit oporu powietrza.

Podsumowujac, warto podkresli¢, ze metodom rozwiazywania rownan sze$ciennych po-
winno sie poswiecaé troche wiecej czasu, nawet jesli nie na poziomie szkoly sredniej, to
przynajmniej na pierwszych latach studiow technicznych.
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Artykul opisuje pewne réwnanie w zbiorze liczb zespolonych, ktére mozna roz-
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1. WSTEP

Liczby zespolone zostaly wprowadzone w XVI wieku na potrzeby algebry. Okazalo sie bo-
wiem, ze poprzez dopuszczenie pierwiastkow z liczb ujemnych mozna wyprowadzaé ogolne
wzory do rozwiazywania rownan trzeciego stopnia [1]. Liczby zespolone zostaly nastepnie
wykorzystane w innych zagadnieniach matematycznych, np. w rozwiazywaniu réwnan roz-
niczkowych [2]|, w obliczaniu calek oznaczonych z funkcji rzeczywistych przy pomocy resi-
duéw [3]. Po wielu latach okazalo sie, ze ten tak pozornie abstrakcyjny dzial matematyki
ma zastosowanie w wielu innych dziedzinach nauki. Przykladowo w elektrotechnice liczby
zespolone przydaja sie one do analizy obwodéw elektrycznych pradu przemiennego, wyraza-
jac jego moc czynna oraz bierng [4]. Ponadto ulatwiaja obliczanie pradow zwarciowych [4],
co w praktyce przeklada sie na plynna i nieprzerwana dystrybucje pradu, np. do mieszkan.

Liczby zespolone pomagaja w analizowaniu i modelowaniu ztozonych zagadnieni, ktore
pojawiaja sie¢ w grafice komputerowej i modelowaniu 3D [5], w funkcjach falowych w fizyce
kwantowej [6], w dynamice plynéw i aerodynamice [7], w teorii sygnaléw i przetwarzania
danych [8], w teorii chaosu i dynamiki nieliniowej [9]. Liczby zespolone sa tez kluczowe przy
tworzeniu efektow filmowych, a ze wzgledu na liczne zastosowania sa wbudowane w niekto-
rych jezykach programowania, np. w Fortran czy Python [10].

To wszystko sprawia, ze liczby zespolone sa tematem omawianym na wielu kierunkach na
uczelniach wyzszych. Jednak liczba godzin przeznaczona na to zagadnienie pozwala przed-
stawi¢ shuchaczom tylko podstawy pozwalajace postugiwaé sie liczbami zespolonymi, bez
poruszania takich zagadnien, jak na przyklad analiza zespolona.

Jednym z tematow, jakie wchodza w zakres realizowanego materiatu, jest rozwiazywanie
rownan w zbiorze liczb zespolonych [11]. W ponizszym artykule chcemy rozwazyé jedno
z takich réwnan, ktore rozwiaza¢ mozemy na kilka sposobow z ktorych kazdy ma pewne
walory dydaktyczne.

*joanna.kucner@p.lodz.pl
fbozena.swiatek@p.lodz.pl
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2. ZESPOLONE ROWNANIE WIELOMIANOWE

2.1. Metoda pierwsza

Rozwazmy réwnanie:
2 —-8=0. (1)

Jest ono oczywiscie réwnowazne réwnaniu:
2 =8, (2)

a zatem, aby znalez¢ rozwiazania rownania (2), wystarczy policzy¢ pierwiastki trzeciego
stopnia z liczby 8. Mozna to zrobi¢ wykorzystujac posta¢ trygonometryczna liczby zespo-
lonej. Latwo policzyé, ze |8] = 8, a argument tej liczby wynosi: ¢ = 0. Obliczamy zatem
pierwiastki z liczby 8 korzystajac ze wzoru na pierwiastki n-tego stopnia z liczby zespolonej
z = |z|(cos ¢ + isin ¢), ktore mozemy zapisa¢ w postaci [11]

2 2k
w = V/|2|(cos ¢+ 2k +isin o+ ]m), (3)
n n

gdzie k =0,1,...,n — 1. A zatem

0+2-0- 0+2-0-
w = vg<cos F2OT L O ”)=2<coso+isin0)=2<1+0z‘) ()
2.1- 2.1- 2 2
w; = \3/§<coso+3 7T-&-isinojL 3 ﬂ>:2<cos§7r+isin§7f>

=—1+V3i
2.2 2-2-
wy = \S/g(coso-i—3 7l-—&-isino_'— W)

3
=-1-/3i.

9 4 tis 4
cos —m +isin -7
3 3

2.2. Metoda druga

Drugi — i chyba najkrotszy — sposob rozwiazania rownania (1) polega na skorzystaniu ze
wzoru na réznice szesciandow:
2P -8=0=2-P=0= (2-2)(z?+2244) =0 =
=2z=2 V 24 2u+4=0=

=z =2 V  z=-1-V3i vV  z3=-1+3i

2.3. Metoda trzecia

W trzecim sposobie rozwigzania rownania (1) wykorzystamy postaé kartezjanska liczby ze-
spolonej z. Mozemy zapisaé, ze
z=x+1y,

dla pewnych z,y € R. Wowczas rownanie (1) przyjmie postac:

(x+iy)® —8=0 = 2®+ 32%yi — 3z — y*i = 8. (5)
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Liczby zespolone sa sobie rowne wtedy i tylko wtedy gdy maja rowne czesci rzeczywiste
i urojone, a zatem:

23— 3z’ =38, (6a)
32y —y® = 0. (6b)

Zajmijmy si¢ rownaniem (6b):
y(322 —4?) =0 = y=0 \Y (V3z —y)(V3z+y)=0 =

= y=0 V y=+3z V y=—V3uz
Rozpatrzmy rownanie (6a):
e dla y = 0 réwnanie (6a) przyjmuje postaé¢ x® — 8 = 0, zatem z = 2;

e dla y = v/3z réwnanie (6a) przyjmuje posta¢ z® — 3z - 322 — 8 = 0. Doprowadzajac
lewa strone do najprostszej postaci otrzymujemy —8z3 — 8 = 0, a stad x = —1;

e dla y = —v/3z rownanie (6a) przyjmuje taka sama posta¢ jak w poprzednim przypad-
ku, zatem i tu rowniez x = —1.

Podsumowujac, mamy trzy rozwigzania uktadu rownan (6a) i (6b), (a wiec i réwnania (1)):

2 =2, 29 = —1 4+ /3, 25 = —1 —/3i.

2.4. Metoda czwarta

W czwartym sposobie rozwigzania réwnania (1) wykorzystamy fakt, ze pierwiastki n-tego
stopnia z liczby zespolonej z dziela okrag o promieniu 7 = {/|z| na n réwnych tukow [11].
Jedno rozwiazanie rownania (1) tatwo jest odgadnaé:

21:2

(argument glowny tej liczby to ¢ = 0). Zatem pozostale pierwiastki z liczby 8 musza byé
liczbami zespolonymi o argumentach %w oraz %7‘(’ (bo 27 : 3 = %7‘(’, 0+ %71’ = %r oraz
%w + %w = %w). Stad obliczamy (wykorzystujac wzory redukcyjne) pozostale pierwiastki
roéwnania:

7r)] :2(7cosz+isinz) =

2 2
29 = 2(cos 37 +isin gﬂ') = 2[cos(m — g) + isin(m — 3 3 3

= 2(—% + ?z’) = —143i,

oraz analogicznie

4 4
25 = 2(cos 3T + isin gﬂ') = 2[cos(m + g) + isin(m + g)] =2(- cosg - ising) =

=2(— 7§i):717\/§i.

1
2
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3. PODSUMOWANIE

Od wielu lat prowadzimy zajecia dla studentéw na réznych wydziatach Politechniki L.odz-
kiej, na ktéorych matematyka nie jest przedmiotem kierunkowym. Zazwyczaj jej nauczanie
ogranicza sie do dwoch semestrow, z czego tacznie kilkanascie godzin przeznaczone jest na
wyktad i éwiczenia z liczb zespolonych. Ponadto wsrod naszych studentéw dosé rzadko spoty-
ka sie osoby szczegodlnie interesujace sie matematyka. Niech $wiadczy o tym fakt, ze niewielu
z nich zadaje proste pytanie: "Po co sa liczby zespolone?", a jeszcze mniej z nich zna na
nie odpowiedz. Dobrze wiec, ze zagadnienie to jest omawiane na zajeciach.

Musimy przyznaé, ze podstawy teorii liczb zespolonych (dzialania oraz rownania w zbio-
rze liczb zespolonych) sa czesto przyjmowane przez shuchaczy, ktorzy po raz pierwszy sie
z nimi spotkaja, z pewna ciekawoscia, jako co$ zaskakujacego (np. fakt, ze w zbiorze liczb
zespolonych kazde réwnanie kwadratowe ma przynajmniej jedno rozwiazanie czy tez fakt,
ze pierwiastek n-tego stopnia z liczby zespolonej réznej od 0 ma n réznych wartosci). Pewna
trudnosé stanowi jednak koniecznos$é postugiwania si¢ w niektoérych zadaniach trygonome-
tria (zwlaszcza wzorami redukeyjnymi).

Odnoszac si¢ bezposrednio do rownania (1), uwazamy, ze warto poswieci¢ czas na roz-
wigzanie tego rownania (badZ rownania o podobnym stopniu trudnosci) na éwiczeniach
wszystkimi przedstawionymi metodami. Pierwszy sposéb pozwala na nowo przypomnieé
wprowadzona na wykladzie definicje pierwiastka n-tego stopnia w zbiorze liczb zespolonych.
7 naszych obserwacji wynika, ze studenci rzadko potrafig skojarzy¢ rozwiazywanie tego row-
nania z koniecznoscia obliczenia pierwiastkow trzeciego stopnia z liczby 8. Oczywiscie zaleta
dydaktyczna tego sposobu jest rowniez utrwalenie pojecia postaci trygonometrycznej liczby
zespolonej i wzoru Moivre’a.

Drugi sposob jest okazja do przypomnienia, ze w zbiorze liczb zespolonych kazde row-
nanie kwadratowe ma rozwiazanie oraz powtorzenie sposobu rozwigzywania takich réwnan.
W dalszym toku nauczania matematyki bedzie to dla studentéw niezbedna umiejetnoscia,
choéby przy zagadnieniach zwiazanych z réwnaniami rozniczkowymi liniowymi rzedu dru-
giego. Drugi sposob daje rowniez sposobnosé¢ poznania lub przypomnienia wzoru na réznice
szeScianow, ktory pozwala uniknaé procedury dzielenia wielomianow.

Trzeci z kolei sposob jest okazja do przypomnienia warunku na réwnoéé dwoch liczb
zespolonych zapisanych w postaci kartezjanskiej. Ponadto zaleta pod wzgledem dydaktycz-
nym jest tu konieczno$¢ rozwiazywania otrzymanego nieliniowego ukladu réwnan i wtasci-
wego zinterpretowania otrzymanych wynikow, z czym nierzadko studenci spotykaja sie po
raz pierwszy.

Czwarty sposdb pozwala przypomnieé¢ geometryczna interpretacje pierwiastkow z liczby
zespolonej. Z naszego doswiadczenia wynika, ze przez te wszystkie lata tylko jeden student
polaczyt taka interpretacje z rozwigzaniem réwnania (1), mimo ze bylo to zagadnienie oma-
wiane na wezedniejszych zajeciach.

Reasumujac: naszym zdaniem — mimo matej ilosci czasu, jaka mozna na zajeciach ze
studentami przeznaczy¢ na kwestie zwiagzane z liczbami zespolonymi — warto w ramach pod-
sumowania tej tematyki rozwiazac¢ zaproponowane przez nas rownanie (1) kazda z przedsta-
wionych metod. Uwazamy, ze warto to zrobi¢ nie tylko w celu uswiadomienia studentom,
ze istnieja rozne sposoby podejscia do tego samego zadania, ale ze jest to rowniez okazja do
utrwalenia pewnych zagadnien, pojeé i technik z teorii liczb zespolonych.
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In this paper we present derivation of the equations describing the resistance
between the electrodes used in The Transfer Length Method, both for the linear
and circular configurations. For the circular configuration, we have obtained an
approzimated formula which is more accurate than the most widely used formula.
Conditions allowing for verification if the approzimations can be applied are also
presented.

Keywords: Transfer Length Method, modified Bessel functions.

1. INTRODUCTION

Since the 1960s the Transmission Line Method (TLM) has been a basic method for deremi-
nantion of the contact resistivity of metalic electrodes deposited on a semiconductor [1-4]. Tt
allows also for determination of the sheet resistance of the semiconductor material on which
the electrode is deposited. Usually, the measurement of the resistivity of the semiconduc-
tor is performed if the semiconductor layer is thin relative to the lateral dimensions of the
electrodes because in this case the theory and hence the interpretation of the experimental
data is much simpler than in a more general case [2].

TLM measurements are performed using a set of either rectangular electrodes (usually
called simply a TLM measurement), or using electrodes in form of concentric rings (circular
TLM or ¢TLM). In this paper, a detailed derivation of the formulas used for interpretation
of the experimental data and a discussion of the important approximations often used in
practical applications is presented.

The solutions for equations describing the current flow between the TLM electrodes are
distinctly different in the case of linear and cylindrical configurations. First, a simpler case
will be analysed.

2. LINEAR TLM

A linear TLM structure consists of a series of rectangular electrodes separated by a distance
which is different for each to adjacent electrodes. In Figure 1 a top view of a part of such a
structure is presented.

For each of the electrode pair, a current-voltage (I-V') curve is measured. Assuming
that this curve is linear, the electrical resistance R for this pair can be determined. This
resistance is a result of the resistance caused by the contact between the metal electrode and
the semiconductor it is deposited on, and by the resistance of the semiconductor itself. The
resistance of the metal can be neglected. In what follows, we will derive a formula for R.
We will use the following approximation (see Figure 1 for the definitions of the symbols):

21



An Analysis of the Theory of Transfer Length Method BPAM Vol. 1, No. 1 (2025)
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Figure 1. On the top: Top view of part of a linear TLM structure. On the bottom: a side

cross-section of an area between two neighbouring electrodes
Source: own work.

e The thickness h of the semiconductor layer is very small, so that we can assume
that current flows uniformly in the vertical direction and hence we can neglect this
dimension in our calculations;

e The current density does not depend on y. This can be true if the distances between
the electrodes are much smaller than their width, or if the TLM structure is fabricated
in such a way that the current cannot spread beyond the area determined by the
electrodes’ width;

e The electrodes are semi-infinite in the x direction (i.e. in Figure 1 s = 00); the potential
of the left electrode if Vj, and 0 on the right electrode. Later, we will discuss the case
in which s < co.

The density of the vertical current which flows from the electrode into the semiconductor
(or the other way round) depends on z and can be expressed as:

In(@) = s (Ve = u(2)) (1)

where u(z) is the local electric potential; V. is the electrode potential (equal to either Vp
or 0); and ¢, is the surface conductivity of the electrode-semiconductor interface (the unit
of ¢, is S/m?). The above formula is valid if = refers to a point covered by the electrode,
otherwise j, = 0. The horizontal current I; and its density j; for any 2 are given by the
following formula:

Ji(x) = —osu'(x) 2
1i(x) = hwji(x) 3)
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where oy is the electrical conductivity of the semiconductor material. On the other hand,
the horizontal current in the area below an electrode (i.e. for |z| > a) is related to j, in the
following manner:

w/z Jp(§) d¢ for z < —a
Il(x) = B T (4)
Il(a)+w/ Jp(§)d¢ forz>a

We differentiate both sides of the above equation with respect to x, substitute (3) and we
get the following equation (valid both for > a and = < —a):

hwji(z) = wjp(x) (5)

By reducing w and substituting (1) and (2) we get:

u'(2) = 7*u(a) + Ve =0 (6)

where c
2 _ S 7
Y = e (7)

We could assume that the conductivities of the left and the right electrode are different (§£1>

and %) respectively). Then we would have coefficients v, for z < —a and 75 for z > a. The
general solutions in these two areas are as follows:

uy(z) = Cy exp(y12) 4 Cyexp(—miz) + Vo for z < —a (8)
ug(x) = Cy exp(yaz) + Oy exp(—7a) forx >a (9)

For x — —oo potential u has to tend to Vj, while for 2 — 0o to 0 (which are the potential of
the respective electrodes). Otherwise, an infinite current would flow through the structure.
It means that both coefficients C' must vanish and hence:

ui(z) = Cyexp(niz) + Vo forz < —a (10)
ug(x) = Cy exp(—72z) for z > a (11)

Between the electrodes (for |z| < a), current I;(z) and hence its density j;(z) must
be constant and equal, respectively, to I (which is the total current flowing between the
electrodes) and j. Using Eq. (2) we conclude that in this area «”(z) = 0 which means that
u is a linear function:

u(z) = faix+b for |z| < a (12)

s

Continuity of j;(z) end Egs. (2), (10) and (11) give us the following relation:

—Cyosm exp(—ma) = j = Ca0472 exp(—2a) (13)
and hence: o
1 72
- __ 2 — — 14
Gy = 5, 0P (= (2 =m)a) (14)
Continuity of u(z) at + = —a and x = a provides further two equations which can be used

to determine parameters Cy,Cs, b, j. The parameter we really need is j, since it gives us the
total current I. After some elementary calculations we get:

Vo 1 1,1
= 2 15
j o ( a+y "+ ) (15)

23



An Analysis of the Theory of Transfer Length Method BPAM Vol. 1, No. 1 (2025)

Let L = 2a denote the distance between the electrodes. The resistance between them is
equal to Vp/I, so after substituting (7) we obtain:

L 1 1 1 L 2/0e
R(L) = + ( + ) = Ve (16)
hwos  wvhos \\/Se1 /Se2 hwos = wv/ho,

1 1
+

Vel V/Se2

Since Eq. (15) 71 Land Yo L are simply added, in the linear TLM experiment it is impossible
to determine separately the resistivities of the individual electrodes. Instead, we can use a
single 7. However, in principle these resistivities should be the same, so this is not considered
a problem.

In the TLM experiment R(L) is measured for several values of L. This relation should
be linear, as predicted by Eq. (16), and the experimental data provide parameters « and Ry
in the following relation:

where

2,/0c = (17)

R(L)=aL+ Ry (18)
Combining the above experimental parameters and the theoretical relation we obtain two
relations for the semiconductor electrical conductivity (in the horizontal direction) and the
contact resistivity:

1
— _ 1
gy =g (19a)
| wR%
= = 1
0c = § Riw?ho, = == (19b)

The simple and practical formula (19) was derived under the assumption that the elec-
trodes can be considered semi-infinite along x direction. Now we will provide a criterion to
verify if this assumption is valid in individual cases.

2.1. Verification if the semi-infinite electrodes assumption is valid

The relations derived so far assume that the current flowing from an electrode to the semi-
conductor uses the whole infinite length of the electrode, while in fact the available length is
equal to s. Let us calculate the current which flows through the part of an electrode which
in fact does not exist. Integrating formula (1) with the proper limits and using Eq. (13) and
(2) we obtain the following formulas for the total current I and the current injected to the
actually existing part of the second electrode (equal to the current injected by the actually
existing part of the first electrode):

I= /aoo seu(x) = % (20)
a+s wi
L= [ @) = 2250 - exp( =) (21)

If the difference between those two currents is negligibly small (relative to the total current),
the simplification we used can be considered valid. This gives the following criterion which
can be used for such a validation:

3 2 >
exp(—7ys) K 1 <= exp (—ﬁ) = exp (—%) <1 (22)

What if one cannot apply the considered simplification?
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2.2. Solution for finite electrodes

The problem with finite electrodes can be solved. The differential equations derived above
are still valid. What is different is the boundary conditions. Instead of

i () =0 =

now we have to use
li j =0 24
L m (2) (24)

In this case, we will use a more convenient form of the general solution (6)

ui(z) = Ay cosh (vi(z — 1)) + Ay sinh (-m@E-—z1))+W for z < —a (25)
ug(z) = Ay cosh (v2(z — m2)) + Agsinh ( — y2(x — x2)) forz >a (26)

where 7 = —a — s and 29 = a+ s are the outer boundaries of the electrodes. Then,
using (24) one can see that Ay = Ay = 0. The properties of the hiperbolic functions allow
us to write (13) in the following way:

—Aj0s71 sinh(y18) = j = Agosya sinh(yas) (27)

Relation (12) remains true and combining it with the above formula we obtain a more general
version of Eq. (15):

1% 1
70 = (2a + ;" coth(v1s) + 75 ! coth(y2s)) (28)

Because coth(z) —— 1, under condition (22) the above formula reduces to the form
Tr—00
presented in Eq. (15).

The exact solution does not change the formula for o4, however . is given in an implicit
form. The non-simplified version of relations (19) can be expressed in the following form,
assuming that v = vo = :

1

= 2
7= hwa (292)
—
Ry = 200000 g fome (5 (2ob)
hwogy w Oc

In the analysis of linear TLM presented above, we always assumed that the current
flow is bounded to the area of the width equal to the electrodes’ width. This is a sound
assumption only if the distance between the electrodes is much smaller than the electrode
width. However, if the conductivity of the semiconductor material is high, the resistance
between the electrodes can be vary small relative to the contact resistance. This can severely
deteriorate the accuracy of the determination of the semiconductor conductivity. In such a
case, a cTLM measurement may be a better choice.

3. CIRCULAR TLM
A single ¢TLM electrode pair has a form of two concentric rings, where the inner ring

is usually a full disk, as shown in Figure 2. In a ¢TLM experiment the resitivities for
several such pairs, with different dimensions, are measured. In this section, we will derive
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a theoretical formula for the resistivity of such a pair. In our derivation we will use
polar co-ordinates. We will also use the first of the three approximations used in section 2.

@ @
Figure 2. A top view of two posible configurations of an electrode pair
used in the ¢cTLM experiment

Source: own work.

The density of the (horizontal) current flowing between the electrodes through the semi-
conductor has only the radial component j;, which is independent from the angle, because
of the rotational symmetry of the system. Similarly, the electrical potential u depends only
on the radial co-ordinate r. In polar co-ordinates, the analogues to formulas (1) and (2)
have the following form:

Jp(r) = se(Ve —u(r)) (30a)
Gi(r) = —osu/(r) (30b)

where the symbols have the same meaning as in section 2. We will consider a circular sector
with its central angle ¢. For ¢ = 27 we will get the whole plane. The formula that describes
the relation between the current flowing through this sector and its density looks as follows:

Ii(r) = hrogi(r) (31)

In the area beneath the electrodes we additionally have the following relations:

@/ Ep(§) dE for rg <r <mrq
]l(T) = To

r (32)
Ii(ra) + go/ Ejp(€)dE forrg <7 <rg

By differentiating formulas (31) and (32), substituting Eq. (30) and (7) we obtain the fol-
lowing equation (valid below the electrodes):

r?u(r) + ru/(r) — ¥ (u(r) = V) = 0 (33)
The general solution for this equation has the following form
U(T) = B[I()(’YT’) + BKKQ(’YT) + V; (34)

where I i Ky are the modified Bessel functions. The equation for the potential between the
electrodes is much simpler: , .
u'(r)+ru’(r)=0 (35)
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Its solution, for ¢ = 27 can be expressed using the total current [ in the following way:

U (1) = —%fws In (g) (36)

where p is a parameter whose value we are yet to determine.

In what follows we will simplify our considerations assuming that 7o = 0 (which is how
the inner electrode is usually fabricated) and that 73 — co. The latter condition is very
similar to the third approximation used in section 2. Then, using the following properties
of the Bessel function:

lim Ko(¢) = lim Ip(§) = oo (37)
£—0 £—o0
Jim To(€) = Jim Ko(€) =0 (38)
we obtain
ui(r) = Bilo(n17) + V1 (39a)
uz(r) = BaKo(7y2r) + Va (39b)

where uq, uy are the electrical potentials in the semiconductor below, respectively, the inner
and the outer electrode, while Vi, V5 are the respective electrode potentials. Continuity of
the current at r; and ro provides the following equations:

—hosBiyi2nriIy(yr1) = I = —hosBaya2nra K (y2ra) (40)

Using the following properties of the modified Bessel function [5]:

1
I, = 5(171,—1 +Iny1) (41a)
1
K| = —i(Kn,1 + K1) (41b)
171 = Il (41C)
K 1=K, (41d)
we obtain the following formula:

—USBl’Y] 271"]”1 I] (’Y]T’]) =] = 053272271'7'2[(] (’yz'r’z) (42)

The resistance between the electrodes (Vi3 — V2)/I can be expressed, using Egs. (36), (39)
and (40) in the following way:

R(Tl,T’Q) =

1 (m (L?) + 1 I(,)(’ﬁ%) 1 Kf/)(’fﬂ?)) (43)
2mho, 1 riy1 Iy(rim)  reye Kj(ray2)
or, using Eq. (41):

1 7‘2) 1 Io(rim) 1 KU(T2W2)>
R(ri,r9) = ———In|— )|+ — ——F 4+ — ——— 44
(rir2) 2whos ( (7“1 iy Li(riy)  reve Ki(reve) (44)

Neither of the two relations is very convenient. Let us try to get rid of the modified
Bessel functions using an approximation which is valid if |z| is sufficiently large [6]:

Io(z) ~ — (45)
2w
[L—

Ko(z) =~ Py (46)
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It allows us to find a convenient estimation of the Bessel function to their derivatives:

(47)

R —— (48)

In the literature, often the above two ratios is approximated simply by 1 [7,8]. Below we
present three formulas for the resistance, starting from the most accurate and ending on the
least accurate of them:

1 7‘2) 1 10(7‘1’}/1) 1 K()(TQ’Yz))
R(ry,r) = In{—)+— — 49
(ri,r) 2mhos ( (7"1 rim Li(rim)  reye Ki(raye) (49)
1 o 2 2
~ In|—= 5
2mhog (n (7'1) + 2riy — 1 + 2roys + 1) (50)
1 o 1 1
~ In(—= _t — 51
2hog (n (7"1) + 171 * 7“272) (®1)

Unlike in the linear TLM case, in the above formulas the contributions from the individual
electrodes (described by 1 and 7s) is not the same. If, hypothetically, the electrode resis-
tivity depended on the direction of the current flow (but otherwise were perfectly linear), a
measurement of the IV curve for a ¢cTLM structure, would show a difference in slope between
the negative and positive current side. If this in not the case, we can say that v = o = 7,
and the above formulas can be written in the following form:

7(111 (E>+ L Ip(ry) 1 K0(7'27)) (52)

1 riy Ii(ry)  roy Ki(ray)
1 ro 2 2
m(2 53
2nho, <n<r1>+2r1'y—1+2rgw+1) (53)

1 T 1/1 1
=~ In | — =+ = 4
2whog (n ("‘1) * v (’fl * ’r2)) oY

3.1. Validity of the Bessel functions approximations

Let us analyze when the approximations considered above are valid. The exact solution
Eq. (49) (however assuming that the outer ring is semi-infinite) contains terms in the form
B(z)/B’(x) where B is a modified Bessel function: either Iy or K. In the approxima-
tion (50) and (51) we used the following sequence of simplifications:

Io(x) ! (x) 2z
IZ(ar) I?(@ e 11 (55)

Ko(z)  Ko(z) = 2¢
TKi(x)  Ki(z) 22+1 (56)
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The accuracy for both approximations improves with || — co. However, we do not know
yet when z is sufficiently large. Now, we will try to answer this question. Let us denote:

2
1.8
1.6
1.4
1.2

1
0.8
0.6

Qo) = 11 an(e) = oo i) =1
Qrlo) = 2] (o) = 5o

i) =1- 515 file)=1- 3.0

o) =1- 545 o) =1- 5.0

Functions r and 7 are simply the relative error of approximation g and § respectively. Figure 3
presents a comparison of the approximations used in this paper. If we assume that an error
below 1% is acceptable, we can see that approximation ¢, and hence formula (50) is valid if
~r1 > 4.5, while formula (51) should not be used be used unless yr; > 50. Since formula (50)
is only slightly more complicated than formula (51), there is probably no reason to use the
latter at all for fitting to experimental data. However, it seems that Eq. (50) does not appear
in the literature and only Egs. (49) and (51) are reported.

relative error [%)]

100
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o
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o
=
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Figure 3. Left: Comparison of the considered approximations of the ratios of the Bessel

functions; Right: The relative errors of the approximations
Source: own work.

The above estimations are important not only to validate if the formula used for deter-
mination of parameters v and oy was correct. If Eq. (50) is to be used, then one has to
accept that for the radii of the outer rings greater than ~ 1.4ry the combined resistance
of both electrodes is less than 10% of the total resistance. This greatly (and negatively)

impacts the accuracy of determination of the contact resistance in such an experiment.

Of course, whether or not the contact resistance can be reliably determined in such an ex-
periment depends on the system geometry and the material parameters. If yrg > 50, the
c¢TLM configuration itself is not ideal to determine the contact resistance. On the other
hand, when the material conductivity is high, that it is hard to measure in the linear TLM
configuration, cTLM can be a suitable method. Whatever the situation, since Eq. (51) com-
pared with Eq. (50) does not seem to provide any significant simplification, there is probably

no reason to use Eq. (51).
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4. SUMMARY

No we will summarize the paper presenting the procedure of experimental data analysis. We
assume that a set of I-V curves have been measured—one curve for each pair of electrodes,
and provided that they are linear, for each of them the resistance was determined. If the
1-V curves are not linear, then the electrode deposition was faulty, and the TLM theory
presented here cannot be applied. If we want to determine o we also need to know the
thickness of the semiconductor layer.

4.1. Linear TLM

In the case of linear TLM, the experimental data give us a relation R(L), where R is the
resistance between electrodes separated by a distance L. A linear function f(L) = oL + Ry
is fitted to the experimental data. Then, the condition given in Eq. (22) should be verified.
If this condition is fulfilled, formulas (19) can be used to determine the investigated material
parameters. If not, formulas (29) should be used, however in order to find g. a numerical
root-finding will be necessary.

4.2. Circular TLM

When ¢TLM is used, we measure a function R(r1,72). Often, ry is identical in all the
measured electrode pairs, and the we can assume that we have a function R(rz). Then we
fit relation (53) to the experimental data, obtaining the values for o, and ~. If r1y > 4.5,
formula (53) can be considered valid. If not, we have to perform least-square fitting again,
using this time Eq. (52). Using Eq. (54) should be avoided.
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PIOTR GORSKI*!, MACIE] DEUZNIEWSKIT!

DRGANIA SWOBODNEGO PRETA JAKO WSTEP
DO OPISU DRGAN KAMERTONU

1 Instytut Fizyki Politechniki Lodzkiej, ul. Wolczanska 217/221, 93-005 £6dzZ, Polska

Przedstawiony w pracy opis drgar podtuznych i poprzecznych preta pokazuge, ze
w przypadku wykorzystania drgajgcego preta, jako elementu bedgcego Zrodlem fal
mechanicznych w powietrzu decydujgce znaczenie ma sposob zamocowania preta
oraz sposéb pobudzania preta do drgan.

Opis podtuznych drgan preta znalazt miedzy innymi zastosowanie w modelu tzw.
rury Kundta, gdzie warunkiem wzbudzenia drgan preta jest zamocowanie preta
na sztywno (w jednym lub w dwdch miejscach) tak, aby na jego koricach powstala
strzalka.

Préba wykorzystania opisu drgan podluznych preta do wyjasnienia zasady dziala-
nia kamertonu, jako Zrédla fal mechanicznych w postaci dZwicku o zadanej cze-
stotliwosci, jest calkowicie bledna gdyz zgiety pret w kamertonie nie jest w Zad-
nym ustalonym miejscu sztywno zamocowany i dlatego nieuprawnione wydaje
sie zalozZenie, Ze jego drgania sq¢ drganiami podluznymi.

Stowa kluczowe: kamerton, drgania podtuzne, drgania poprzeczne

1. ZASADA DZIALANIA KAMERTONU

Pod pojeciem kamertonu zwykle rozumie si¢ przyrzad stuzacy do strojenia instrumentéw
muzycznych. W gronie kamertonéw najbardziej popularny jest tzw. kamerton widetkowy
wynaleziony w Anglii w roku 1711 przez Johna Shora zwany ,diapazonem” [1]. Takim ka-
mertonem najczesciej jest metalowy pret zgiety w polowie w ksztalcie litery U i umocowany
na podstawce zwanej stopa. Zwykle stopa i pret stanowig jednosé. Widelki kamertonu po-
budzane sa do drgan poprzez uderzenie w jedno z ramion kamertonu mloteczkiem. Widok
typowego kamertonu stroikowego (stuzacego do strojenia instrumentéw przedstawiono na
rysunku 1.

*piotr.gorski@p.lodz.pl
Tmaciej .dluzniewski@p.lodz.pl
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Rysunek 1. Kamerton stroikowy ustawiony na tzw. pudle rezonansowym wraz
z wyposazeniem w postaci mioteczka
Zrodio: opracowanie wlasne.

Zasada dzialania kamertonu polega na wzbudzeniu w nim zlozonych drgan widelek w wy-
niku uderzenia mloteczkiem. Widetki drgajac:

1. staja si¢ zrédlem fali akustycznej (o zadanej czestotliwosci) w otaczajacym kamerton
powietrzu,

2. wprowadzaja w drgania stope, co schematycznie przedstawiono na rysunku 2.

Rysunek 2. Zasada wprowadzenia w ruch géra-dét stopy kamertonu. Gdy ramiona
kamertonu sq zblizone do siebie to wygiccie w ksztalcie litery U zmienia nieznacznie
swdj ksztalt powodujgc obnizenie polozenia stopy. Gdy z kolei ramiona kamertonu
sq oddalone, to ksztalt litery U ulega splaszczeniu i stopa unosi sie do gory
Zrédlo:[2].

Z uwagi na fakt, ze same drgajace ramiona sa stabym promiennikiem fal akustycznych,
brzmienie kamertonu mozna wzmocni¢ umieszczajac stope na odpowiednio skonstruowanym
pudle rezonansowym, co pokazano na rysunku 3. Pudlo stanowi plaska skrzynka otwarta
z jednego lub obu koncéw. Dlugoséé pudla jest tak dobrana, aby w przypadku pudla otwar-
tego na jednym koficu miato ono dlugosé réwna 1/4 dlugosci fali dzwickowej w powietrzu
powstalej w wyniku drgan stopy z zadana czestotliwoscia. W przypadku pudla obustronnie
otwartego dlugo$é¢ pudla to 1/2 dlugosci fali dzwickowej w powietrzu.

Konstrukcja pudla wzmacniajacego dzwiek oparta jest na zjawisku rezonansu. Gdy ge-
nerator fal dZzwigkowych (takim jest drgajaca stopa kamertonu) umiesci¢ w $rodku gornej
powierzchni jednostronnie otwartego pudla to po wprawieniu powierzchni w drgania moze
w pudle powstaé fala stojaca, co zobrazowano na rysunku 3.
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Stopa kamertonu

Strzatka fali stojacej /J'I ._) <+— Wezet fali stojacej

Lp

Rysunek 3. Rezonans fali dzwiekowej w pudle jednostronnie otwartym. Dlugo$é
v
pudla Lp = Ap/4, gdzie A\p = L Oznaczenia: Ap to dlugosé fali akustycznej
w powietrzu, vp to predko$é fazowa rozchodzenia sie fali akustycznej w powietrzu,
za$ fx jest czestotliwoscig drgan kamertonu

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Analiza drgan kamertonu jest dosy¢ skomplikowana. Podstawowy model drgan mozna
opisaé poprzez rozwazenie rozchodzenia si¢ zaburzenia w rozprostowanym kamertonie pozba-
wionym stopy, co przedstawiono na rysunku 4, z uwzglednieniem, ze érodek tak powstalego
preta musi drga¢. W dalszej czeSci zostanie rozstrzygniete czy te drgania sa podluzne czy
poprzeczne.

|] |]

Rysunek 4. Rozprostowany i rozmontowany kamerton. Widelki mozna przedstawic,
jako pret o dlugosci L

Zrédto: opracowanie wlasne.

Whprawienie preta w drgania polega na uderzeniu wen mloteczkiem. Podczas uderzenia mto-
teczka, wektor predkosci Uys z jaka uderza on w pret moze by¢ nachylony pod dowolnym
katem do preta. Skutkuje to tym, ze w precie moga rozchodzi¢ sie¢ dwa zaburzenia: podtuzne
— wzdluz osi preta, poprzeczne — prostopadte do osi preta.

2. DRGANIA PODLUZNE PRETA

Mozna zalozyé, ze pret, w ktérym bedzie rozchodzi¢ si¢ fala podtuzna to prostopadloscian
o dlugosci L i wymiarach poprzecznych b x g, jak na rysunku 5.
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g

Rysunek 5. Widok analizowanego preta o przekroju poprzecznym w ksztalcie
prostokgta o wymiarach b x g
Zrédlo: opracowanie wlasne.

Wprowadzajac jednowymiarowy uklad odniesienia {z, z}, polozenie preta mozna zobra-
zowaé jak na rysunku 6.

v
=

Rysunek 6. Polozenie preta w jednowymiarowym ukladzie odniesienia {x, z}
Zrédlo: opracowanie wlasne.

Pret wykonany jest z materiatu, dla ktérego znane sa: gesto$é p oraz modul Younga E.
Niech w odlegtosci x; od poczatku preta znajduje si¢ odcinek preta o diugoéei dz. Wiadomo,
ze w dowolnym punkcie z; preta o przekroju poprzecznym S wystepuja naprezenia normalne
o(x;) opisane wzorem

o F()
ow) = g2, M
gdzie F(z;) jest wartoScia sily prostopadlej do przekroju poprzecznego preta. Obecnosé na-
prezenia skutkuje pojawieniem si¢ deformacji e(x;), zwiazanej z naprezeniem o(x;) poprzez
prawo Hooke’a

() = (%) = Lo, 2)

Zalozenie, ze mloteczek uderza cyklicznie w pret z czestoscia wyy,, prowadzi do wniosku, ze
pod wplywem tych uderzen w precie rozchodza sie cykliczne naprezenia normalne. Wowczas
naprezenia o (z;) oraz o(x; +dz) wystepujace w poblizu odcinka dz preta mozna przedstawié
tak jak na rysunku 7.

a(x;)

R o(x; +dx) |
F(xl-) —>

<« F(x;+dx)

X x; + dx

Rysunek 7. Naprezenia i sily wystepujgce na obu konicach odcinka dx preta
Zrédlo: opracowanie wlasne.

Oznacza to, ze zgodnie ze wzorem (2.1) i (2.2) na lewy przekrdj odcinka dz preta podziata
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sila F'(z;) réwna
F(x;) = FES dad (3)
P} = oz ) ..~

za$ na prawy przekrédj odcinka preta da podziata sila F(x; + dz) réwna

0z
F(z; +dz) = ES ( ) . (4)
81: x;+dx

Zwrot silty F'(z; + dx) jest przeciwny do zwrotu silty F'(z;). Wynika to z trzeciej zasady
dynamiki Newtona. W rzeczywistosci sita F'(x; + dz) jest przylozona ze strony elementu dxz
na kolejny element znajdujacy sie po prawej stronie od dz, podobnie jak sila F(x;) jest sila
przylozona do elementu dzx ze strony sasiadujacego z dx elementu po jego lewej stronie.

Oznacza to, ze na element dx dziata wypadkowa sita F', ktérej warto$é¢ mozna wyznaczyé
w oparciu o zaleznosci (3) i (4) ze wzoru

F = F(x; + dz) — F(z;) = ES {(giﬁ)ww - (gjj)t] . (5)

o
Rozwijajac funkcje 8—2 w szereg Taylora i ograniczajac rozwinigcie jedynie do pierwszego
i

sktadnika szeregu, mozna otrzymad

0z 0%z 0z 0%z
r=ps [(ar) * (ﬁ) - (m)] =S (ar) @ ©®

Pod wplywem sily F', zgodnie z druga zasada dynamiki Newtona, element dz o masie dm
porusza si¢ z przyspieszeniem a opisanym réwnaniem
0%z F F

= 5E " dm ~ pSdr’ )

Podstawiajac zaleznosé (6) do (7) otrzymuje sie réwnanie

02
ES(22) da
0%z Ox? 2 E [(0%z 8
o2 pSdx = p \ 022 o )
Z uwagi na fakt, ze dlugos$é elementu dz jest bardzo matla, to we wzorze (8) mozna opuscié¢
indeks z; i otrzymadé réwnanie fali dla dowolnego punktu x preta w postaci

8%z  E 9%z )

o2 pox?
Rozwigzaniem tego réwnania rézniczkowego drugiego stopnia jest miedzy innymi funkcja
z(x, t) opisana réwnaniem

z(z,t) = Ap sin(wapt — kpx + o), (10)

gdzie Ap jest amplituda drgan podtuznych, wys jest czestoscia drgan dowolnego elementu
dx preta oraz ki = 2mw/AL jest tzw. wektorem falowym fali podluznej o dlugosci A\, pod

warunkiem, ze
(ﬂ)g _E (11)
kr P
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Roéwnanie (10) opisuje rozchodzenie si¢ w precie podluznej fali plaskiej, dla ktérej wyrazenie
bedace argumentem funkcji sinus jest tzw. faza fali p(z,t) réwna

o(x,t) = (Wt — krz + o), (12)

gdzie pq jest tzw. faza poczatkowa.

Ustalajac dowolna warto$é¢ funkcji opisanej wzorem (12) — np. niech o(z,t) = o
mozna sprawdzié jak jednocze$nie musza zmieniaé sie argumenty funkcji (12) (czyli = i t)
aby faza fali pozostawala taka sama (stala). Wynika stad, ze rézniczka takiej fazy musi by¢
réwna zeru

d(p(z,t)) = dpc = 0. (13)
Oznacza to, ze
d(p(z,t)) = d(wmt — krx + @o) = wydt — kpdz = 0. (14)
Stad d
=i (15)

Wyrazenie (15) opisuje predkosé, z jaka przesuwa sie wzdluz osi x stala faza np. ¢ i stad
nazwa tej predkosci to ,,predkosé fazowa vp” rozchodzacej si¢ w precie fali podtuznej opisanej
réwnaniami (9) i (10) i wynosi ona (w oparciu o wzér (11))

Wpr E
wm B 16
. , (16)

vp =

Zgodnie z zasada Huygensa, gdy fala dotrze do kofica preta (np. = L) punkt konicowy
staje sie zrédlem wtérnej fali (tzw. odbitej) o dokladnie takiej samej czestotliwosci jak fala
pierwotna tyle, ze wedrujacej w przeciwna strone niz fala pierwotna. Osrodkiem otaczajacym
pret jest powietrze, ktérego opér falowy Zpowictrze = ppv;?), gdzie gestosé powietrza p, =
1,185 kgm ™ zag vgf) >~ 346ms~! jest predkodcia fazowa fali w powietrzu. Opér falowy
powietrza jest duzo mniejszy od oporu falowego preta Zpeta = pvp = VEp, co skutkuje
tym, ze fala odbita na koncu preta nie jest przesunieta w fazie wzgledem fali padajacej.
Oznacza to, ze w precie przemieszczaja sie dwie fale wzajemnie spéjne (o tych samych
czestotliwosciach 1 poréwnywalnych amplitudach A ) nakladajace si¢ na siebie, czyli w tym
przypadku interferujace ze soba zgodnie z réwnaniem

z(z,t) = Ap sin(wumt — krz) + Ap sin(wart + kpz). (17)
Wykorzystujac wzér trygonometryczny
a+0 a—0

sina + sinf = 2sin cos — (18)
oraz fakt, ze funkcja cosinus jest funkcja parzysta, réwnanie (17) przyjmuje postaé
z(x,t) = 2Ay sin(wpt) cos(kpx). (19)

Fala odbita wedrujac w precie ponownie odbija sie, ale tym razem na drugim koncu preta
(w punkcie z = 0). Zgodnie ze wzorem (19)

z(x = 0,t) = 2Ay sin(wpt) cos(kr, x 0) = 2Ay sin(wast). (20)
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Oznacza to, ze w tym punkcie pret drga z maksymalna amplituda réwna 2Ay. Ale z punktu
widzenia symetrycznosci zjawiska identyczna sytuacja musi mie¢ miejsce w punkcie x = L,
czyli

Z(T = L7 f) = 2AL sm(wa) COS(’CLL) = QAL sin(wMt). (21)

Zatem koniec preta (z = L) drga z amplituda 24, wtedy i tylko wtedy gdy
cos(kr L) = £1. (22)

Gdy cos(k,L) = —1 to kL = m. Oznacza to, ze w precie rozchodzi sig fala o dlugosei Az,
ktérg mozna wyznaczy¢ ze wzoru

2m

—L=m, 23

v (23)
czyli

A1 = 2L. (24)

Dlugosci fali A1 odpowiada czestotliwosé frq drgan podtuznych kazdego elementu preta

VR 1 E
= 2 2
fra o an\ o (25)

Takie drganie mozna zobrazowac jak na rysunku 8.

strzatka = . , . ———
~ .~ 124,
w & ——— pretodtugosciL

_—
T SN

—_— strzatka
wezet

Rysunek 8. Drganie podiuine preta z czestotliwo$cig fr1. Jest to tzw. ,mod
podstawowy” drgajgcego preta
Zrédlo: opracowanie wlasne.

Gdyby z kolei cos(kr L) = +1, to ki L = 2m. Oznacza to, ze w precie rozchodzi sie fala
o dlugosci Apg, ktéra mozna wyznaczy¢ ze wzoru

2
L =on, (26)
AL2
czyli
Az =L. (27)

Dlugosci fali Aps odpowiada czestotliwosé fro drgan kazdego elementu preta

VR 1 |E 1 |FE
= = |—=2—4[—=2 . 2
fr2 s o\ o\ fra (8)

Takie drganie mozna zobrazowa¢ jak na rysunku 9.
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strzatka
strzalka — . | v —— . strzalka
N ~ .~ P2, >~. ~- o
ZAi__/'?.\_._ ‘-/’?.\._-QZAL
wezet wezet

pret o dtugosci L

Rysunek 9. Drganie podiuzne preta z czestotliwosciq fro. Jest to tzw. ,drugi mod
harmoniczny” drgajgcego preta

Zrédto:opracowanie wilasne.

Przedstawione na rysunkach 8 i 9 drgania preta stanowia przyklady tzw. fal stojacych,
ktére moga zaistnie¢ w drgajacym precie. Niemniej warunkiem ich powstania jest okresowe
uderzanie mloteczkiem w pret. Zakladajac, ze brak jest czynnikéw rozpraszajacych ener-
gie, to gdy w catkowitej objetosci preta przemieszczaja sie w obie strony fale spéjne mozna
w pewnym momencie odstapi¢ od uderzania mloteczkiem w pret a fala stojaca bedzie nie-
skonczenie dlugo wystepowaé w precie.

W precie mozna wzbudzié¢ kolejne mody fal stojacych, ktérym odpowiadaja coraz to
wyzsze czestotliwosci — odpowiednio frs, fr4, --., fon, gdzie n jest liczba naturalng —
bedace wielokrotnoscia czestotliwosci podstawowej fr,1

frn =nfr1. (29)
O tym jaki mod (sposéb) drgania wystapi decyduja dwa czynniki:
1. sposéb zamocowania (podparcia) preta,
2. zasoby energetyczne.

Zamocowanie na stale preta w jego srodku powoduje, ze w precie rozchodzi sig¢ fala o czesto-
tliwosci fr1 lub fala o czestotliwosci bedacej nieparzysta wielokrotnoscia czestotliwosci fr1.
Zamocowanie preta w dwédch miejscach (w weztach jak na rysunku 9) skutkuje drganiami
preta z czestotliwoscia fro lub parzystymi wielokrotnosciami fr;. Gdyby jednak sposéb za-
mocowania preta byl nieustalony to o wyborze sposobu drgan zadecyduje energia drgajacego
preta.

Objetosciowa gestosé energii fali mechanicznej p{;” w punkcie P o wspélrzednej zp

opisuje wzor
1 92\” 9z\?
En 2
v, t)p = -p (*) +v (*) . (30)
v 2 { ot )p F\oz ) p

Po podstawieniu réwnania fali stojacej (19) do powyzszego wzoru
Pt (z,t)p = 2pATwi; [cos® (krap) cos® (wart) + sin®(kpxp) sin®(wart)] . (31)

Stad energie En drgajacego preta w danej chwili t® opisuje wzér

En(t®) = /L pE™ (2, t®) dx . (32)
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Po podstawieniu (31) do (32) koficowy wzér na energie En(t®) drgajacego preta jest postaci

En(t®) = 2pA2.2, 1L + A sin dnl cos(2wprt®) | . (33)
2 47 AL

Sredni@ energie (En) drgajacego preta w jednym okresie T jego drgania opisuje wzér

T
En(t®)dt®
@mzﬁgifg—. (34)
Stad po podstawieniu (33) do (34) $rednia energia wynosi
1
(En) = 2pA2W3, - §L = pLA3W3, = An?pL A2 £ . (35)

Oznacza to, ze S$rednia energia drgajacego preta zalezy od kwadratu czestotliwo$ci modu
drgania i jest najmniejsza dla podstawowego modu, czyli drgania preta z czestotliwoscia
fr1. Zatem majac do wyboru rézne mody drgania, gdy brak jest warunkéw brzegowych
zwiazanych ze sposobem zamocowania preta, wybiera on drganie o jak najmniejszej energii
czyli drganie z czestotliwoscia fr1, jak gdyby ,sugerujac” aby go podeprzeé¢ w jego $rodku.
Poréwnujac rysunek 4 z 8 widaé tutaj pewien problem. Zgodnie z rysunkiem 4 w $rodku
preta, (czyli tam gdzie znajduje sie stopa kamertonu) powinny wystepowaé drgania. Ale
zgodnie z rysunkiem 8, dla podstawowego modu drgania preta, w jego $rodku znajduje sie
wezel. To z kolei sugeruje, ze dobrze by bylo, aby w takim precie powstal ,drugi mod har-
moniczny drgania” ze strzatka w $rodku preta. Aby tak jednak moglo sie staé, pret musialby
by¢ podparty w wezlach jak na rysunku 9. Z zasady dzialania kamertonu wynika jednak,
ze pret z ktérego jest on wykonany nigdzie z wyjatkiem jego srodka, gdzie umieszczona jest
stopa kamertonu, nie jest podparty. To podparcie w $érodku preta jest szczegdlne, bo stopa
kamertonu dziala jak przetwornik ,mechaniczno-akustyczny” przenoszacy drgania preta na
powierzchnie pudla, do ktérej dotyka nézka, tak jak pokazano na rysunkach 1-3.

Podsumowujac powyzsze rozwazania nalezy podkreslié¢, ze drgania podluzne nie wystar-
czaja do opisu dzialania kamertonu z nastepujacych powoddéw.

1. Wymagaja one cyklicznego uderzania mloteczkiem, najlepiej w specyficzny sposéb,
réwnolegle do preta, przy czym czestotliwo$é f uderzen musi spelnia¢ warunek

vp
== 36
fo=4E (36)
Dodatkowo, aby powstala fala stojaca
A
L=nZk, (37)
2
gdzie z kolei n € N (nalezy do zbioru liczb naturalnych) i stanowi o tzw. rzedzie fali
harmonicznej. A w praktyce w kamerton uderza si¢ tylko raz.

2. Nawet gdyby uderzaé cyklicznie, to dla podstawowego modu drgajacego, nie zamoco-
wanego w specjalny sposob preta, w jego srodku powstaje wezel, a w rzeczywistosci
powinna w tym miejscu by¢ mozliwosé drgania preta — czyli najlepiej gdyby w srodku
preta powstawala strzatka.

3. Drgajacy kamerton jest stabym emiterem fal dzwiekowych w powietrzu i o jego funk-
cjonalnosci stanowi przede wszystkim mozliwosé pobudzania do drgan punktu styku
stopy kamertonu z podlozem.
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DRGANIA POPRZECZNE PRETA

Modelowy pret przedstawia nadal rysunek 5. Korekty wymaga wprowadzenie kartezjanskie-
go, dwuwymiarowego {x,y} ukladu odniesienia co przedstawia rysunek 10.

Rysunek 10. Polozenie preta w kartezjariskim ukladzie odniesienia {x,y}

Zrodto: opracowanie wtasne.

Niech w chwili poczatkowej w pret w punkt o dowolnej wspolrzednej z; uderza prosto-
padle do preta mloteczek, tak jak na rysunku 11.

x (O—

| Xi |

Rysunek 11. Uderzenie mioteczka w pret
Zrédlo: opracowanie wlasne.

Powoduje to, ze w miejscu uderzenia z; pojawia sie odksztalcenie preta w ksztalcie, ktore
przypomina litere U. Mozna to zobrazowaé jak na rysunku 12.

X; x
| iyl |
-

Rysunek 12. Lokalne odksztalcenie preta w punkcie o wspétrzednej x; spowodowane
uderzeniem mioteczka

v

Zrddto: opracowanie wlasne.

To lokalne odksztalcenie odcinka dz preta w punkcie x; mozna powiekszy¢, co przedstawiono
na rysunku 13.
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Rysunek 13. Powiekszenie lokalnego odcinka dx preta. Linia przerywana
przechodzqca przez Srodek preta (oznaczona kolorem niebieskim) to tzw. linia
(warstwa) neutralna preta. Pod wplywem deformacgi nie ulega ona ani wydluzeniu,
ani skroceniu. Warstwy preta poloZone powyzej warstwy neutralnej ulegajg
skroceniu, za$ warstwy potoZone ponizej ulegajq wydiuzeniu. sa i sp to styczne do
zdeformowanego odcinka dx preta w punktach A i B. ny i np to tzw. normalne,
czyli proste prostopadle do stycznych odpowiednio s i sp

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Celem rozwiazania zagadnienia drgan poprzecznych preta jest znalezienie
algebraicznej postaci funkcji opisujacej zaleznosé y od x dla linii neutralnej
(niebieskiej na rysunku 13) czyli funkeji y(z).

Niech w odlegloéci z od linii neutralnej znajduje sie warstwa o gruboéci dz, ktora ulega
wydtuzeniu o de. Aby to bylo mozliwe do tej warstwy musi by¢ przytozona sita dF', normalna
do warstwy, o wartosci dF' i spelniajaca prawo Hooke’a

de 1dF

= = 38

dz  FEdS’ (38)
gdzie dS jest polem powierzchni przekroju warstwy o grubosci dz. Przekrdj poprzeczny
preta, jako prostokata o wymiarach b X g, przedstawiono na rysunku 14.

/

gl T T T T 77 —Zi_ dz

Linia neutralna

»
>

Rysunek 14. Przekrdj poprzeczny preta

Zrodlo: opracowanie wlasne.
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Stad element powierzchni dS wynosi

dS =10b-dz. (39)
Zgodnie z rysunkiem 13 deformacja de warstwy d.S wynosi

de =z -dyp, (40)

gdzie dep jest katem pomiedzy normalnymi do wygietego fragmentu dz preta w punktach A
iB.

Podstawiajac (39) i (40) do réwnania (38) mozna wyznaczy¢ wartosé sity normalnej dF
niezbednej do deformacji warstwy dz

zdy de
F=F =FEb| — . 41
d bdz I b(da:)ZdZ (41)

Wartosé catkowitego momentu silty M potrzebnego do zdeformowania fragmentu dz wynosi

9/2 de 9/2
M = / zdF = Eb (—) / 22 dz. (42)
—9/2 dz ) J_g/2

Wystepujaca we wzorze catka oznaczona jest tzw. ,momentem bezwladnosci przekroju po-
przecznego belki” i wynosi

9/2 1.
J:b/ 22 dz = —bg>. (43)
—g/2 12
Oznacza to, ze calkowity moment sily opisuje wzér
de
M=FE-(—|- -J. 44
(£) (44)

d
Wystepujaca we wzorze (44) pochodna d—CP opisuje tzw. krzywizne K linii neutralnej, zapi-
x

sanej jako funkcja y(x), w punkcie z;
d
(di)m B )

Woéwezas wzor (44) przyjmuje postaé
M(z:) = E-J - K(x). (46)

Aby fragment belki dz mogt si¢ lokalnie wygia¢, musza by¢ do tego fragmentu przylozone
momenty sil M jak na rysunku 15.

M(xi) y
@vw M (x; + dx) R

X x; +dx X

Rysunek 15. Momenty sit niezbedne do zdeformowania fragmentu belki dz

Zrodlo: opracowanie wlasne.
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Momentom sil towarzysza sity T prostopadle warstwy neutralnej preta, zwane sitami tna-
cymi [3]. Sile tnaca (poprzeczng) przyjmuje si¢ jako dodatnia, gdy bedzie ona dazyla do
wywolania ruchu obrotowego analizowanego elementu zgodnie z ruchem wskazéwek zegara.
Mozna to zobrazowaé na rysunku 16.

?(xaI ML 6% y

Xi l T(x,- + dx) x

Rysunek 16. Sily tngce (poprzeczne) przylozone do elementu dx preta
Zrédlo: opracowanie wlasne.

W stanie réwnowagi mozna wyznaczy¢ rownania momentéw sit wzgledem $rodka ciezkosci
elementu dz, ktory to srodek umieszczono w punkcie o wspélrzednej z; + dz

T(x;) - de + M(z;) — M(z; + da) — T'(z; +dz) - 0 = 0. (47)
Ale
oM
M(z; +dz) = M(z;) +dM = M(z;) + e dz. (48)
g4 xT
Stad
M
T ),
czyli
oM
T(x;) -de=(——) daz.
() - dz ( o )11 x (50)
Oznacza to, ze sila tnaca w punkcie o wspélrzednej z; wynosi

T(z:) = (?) . (51)

Podstawiajac zaleznos$é (46) do (51) dostajemy, ze sile te opisuje wzér
oK
T(x))=FE-J-| —— . 52
(@) (%) (52)
Krzywizne linii neutralnej y(z) fragmentu dz belki w punkcie z; opisuje znany z geometrii
rézniczkowej [4] wzér
Py
(o) = ——=—L8 . (53)
Jy
1 4

7 uwagi na fakt, ze element dz jest bardzo malo odksztalcony

(2) < o0

i
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wynika, ze
~ (9%
K(z;) = <W)z . (55)

Po podstawieniu wyrazenia (55) do (52) otrzymaé mozna wzér opisujacy warto$¢ sily $cina-

el o (0? &
. f— . D 7?/ = . . 7?/
T(w)=E-J- o ((%2)% E-J <3w3>zl (56)

Stad wypadkowa, pionowa sila F(z;) dzialajaca na element dz, chcaca go przywrdcié do
polozenia réwnowagi, wynosi

F(x;) = T(z;) — T(x; + da) (57)

i jest ona skierowana zgodnie ze zwrotem osi y na rysunku 16.
Rozwijajac funkcje T'(x) w szereg Taylora mozna ograniczy¢ sie do pierwszego wyrazu
rozwiniecia

T(x; +dz) 2 T(z;) + (%)z dz. (58)

Po podstawieniu zaleznosci (58) do (57) wartosé sily F(x;) opisuje wzdr

T T
F(x;) 2 T(z;) — |T(x) + <(37>IL d:L’:| >~ <%T>z7 dz. (59)
Podstawienie wyrazenia (56) do (59) prowadzi do wzoru
o o'y
Sita ta zgodnie z druga zasada dynamiki Newtona dzialajac na mase dm elementu dz jest
réwna ) )
0%y 0%y
F(x;) =dm- (@)M =pSdz- (w>wl. (61)
Poréwnujac wzory (60) i (61)
?y\ L 'y
Stad
0%y oty -
pSdx (w)“ +EJ <@>wi dz =0, (63)
czyli
0%y oty
S| = EJ|— dr 0. 64
{p (aﬂ)ﬁ <ax> g (64
Oznacza to, ze réwnanie opisujace wspotrzedna y ruchu elementu do pod wplywem uderzenia

mloteczkiem jest postaci
0%y oty
2 —= 1 =0. 5
pS( t2>+EJ<8x4> 0 (65)
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Jest to poszukiwane réwnanie rézniczkowe opisujace zaleznosé y(x,t) dla linii neutralnej
belki [5].

Poréwnujac réwnanie (9) opisujace propagacje fali podluznej w belce z réwnaniem (65)
opisujacym propagacje poprzecznego zaburzenia w belce widaé, ze réwnanie (65) nie jest
klasycznym réwnaniem falowym.

Réwnanie (65) mozna zapisa¢ w postaci

0%y J (9%
— E—-|-=)=0.
p (8752) Ty <6r4> 0 (66)
Niech 7
L =2, 67
g =X (67)
Stad, w oparciu o wzér (16) kladac, ze vp = ¢ jest predkoscia fali podluznej w precie
*y\ | EJ (dY %y a0 (O
ZJ 2229 (22 - ~—Z) =o. 68
(5) + 55 (50) = (5) v (55) (68)

Powyzsze réwnanie mozna rozwiazaé¢ metoda separacji zmiennych [5]. Niech funkcja y(z,t)
bedzie iloczynem dwoch funkeji: jednej I'(¢) zaleznej tylko od czasu oraz drugiej ¥(x) zaleznej
jedynie od potlozenia, zgodnie z réwnaniem

y(z,t) =T(t)¥(x). (69)

Po podstawieniu (70) do (68)

Wéwezas

or 5 o'
U(z) (W) + (ex)°T'(t) (W) =0. (71)
Po separacji zmiennych wzér (71) przyjmuje postaé
1 o°T g 1 o'
— | = )| = —(¢ . 72
i () =50 (3 ()
Mozna przyjaé, ze lewa i prawa strona tego réwnania sa réwne pewnej ujemnej stalej —w?
1 [/o°T 9
(=) =— 73
(%) <8t2 ) “ (73)
oraz o
1
2 2
_ = —w2. 4
g5 (51 ) =~ (74)
Z réwnania (73) wynika, ze
o°Tr 5
W —+ w F(t) =0. (75)

Jest to réwnanie oscylatora harmonicznego, ktérego ogélnym rozwiazaniem jest funkcja ze-
spolona

[(t) = Doet™! 4 Toe L. (76)
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Z kolei z réwnania (74) wynika, ze

(52)- (2) v

Wprowadzajac nowa zmienng v taka, ze

N

v = weyx (78)

réwnanie (77) mozna zapisa¢ jako

(32)- ) wo

Poszukiwana funkcja ¥(z) jest taka funkcja, ktérej czwarta pochodna jest podobna do danej.
Stad funkcje W(z) przedstawi¢ mozna w postaci wykladniczej

U(zx) = Ae™. (80)

Po podstawieniu zalezosci (80) do (79)
4
A pve (Y v
~v* Ae <U> Ae™". (81)

Oznacza to, ze

Wzér (82) mozna przedstawi¢ w postaci
A= () () o =
(-2 6+2) (2) ()= “

Oznacza to, ze sa cztery rézne vy

Stad

w w W w
Mm=— Y2=-— Yz=i—, Ya=—i— (85)
v v v v
oraz, ze funkcja ¥(x) przyjmuje postac
U(z) = A" + Aze??® + Aze™® + Age®. (86)

Wiynika stad, ze funkcja y(z,t), zgodnie ze wzorem (69), przyjmuje postaé
Ho,t) = e - [Ae¥e 1 Bem¥e + Ge¥e 4 Demita] (87)

gdzie A B, CiD sa zespolonymi amplitudami.

Powyzsze rownanie nie opisuje jednak zaburzenia rozchodzacego si¢ ze stala predkoscia
fazowa vp = ¢, z jaka rozchodzi si¢ fala podtuzna w precie. Mozna to uzasadnié¢ w nastepujacy
sposéb. Gdyby rozwazyé jedynie jeden ze skladnikéw w réwnaniu (87) np.

§(x,t) = et . DeTivT = Deilwt=52) (88)
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to cze$é rzeczywista (88) przyjmuje postaé
y(x,t) = D cos (wt — gl’) = Dcos(wt — k*z), (89)
v

gdzie predkosé fazowa vE rozchodzacego sie powyzszego zaburzenia to

dx w w
D
= == = =w. 90
T ©) ! (90)
v
Zgodnie ze wzorem (78)
vE = exw. (91)

Oznacza to, ze zaburzeniom o réznych czestoéciach w odpowiadaja rézne predkosci rozcho-
dzenia sie¢ stalej fazy. Wynika stad, ze zaburzenie poprzeczne w precie (w odréznieniu od
zaburzenia podluznego) podlega zjawisku dyspers;ji.
Wykorzystujac tozsamosci trygonometryczne
et = cosha + sinh o (92)

oraz wzory Eulera
eF = cosa & isin o (93)

mozna ograniczy¢ réwnanie (87) do przestrzeni rzeczywistej i wéwczas
y(z,t) = T cos(wt + ¢) [A cosh (gx) + Bsinh (£x> + C cos (Ex) + Dsin (Ex)] , (94)
v v v v

gdzie state I'g, A, B, C'i D sa juz teraz amplitudami rzeczywistymi. Oznacza to, ze zgodnie
ze wzorami (69) i (76)

T'(t) = To cos(wt + ¢) (95)
oraz

() = [A cosh (%x) + Bsinh (%az) + C' cos (%m) + Dsin (%x)] . (96)

Mozna sprawdzié, ze faktycznie réwnanie (94) jest rozwigzaniem réwnania (68) opisuja-
cego rozchodzenie sie drgan poprzecznych w precie. Druga pochodna y po czasie t wynosi

% = —w? . cos(wt + @) - W(z) = —w? - T(t) - (z). (97)

Kolejne pochodne czastkowe y po & wynosza
% = T(t) (%) [A sinh (%m) + Bcosh (%x) — Csin (%az) + Dcos (%x)] , (98)
TY 1) (£)” [Acosh (£x) + Bsinh (L) — Ceos (L) ~ Dsin (22)] . (99)
% = I(t) (%) [Ath ( ) + Beosh (%r) + Csin (%m) Dcos (%r)] . (100)
P9 —r(t) (%) [Acosh (22) + Beinh (22 + Ceos (Ur) + Deos (Y2)] . (100

Widaé, ze

% =TI(t) (%)4 U(z). (102)
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Po podstawieniu zaleznosei (97) i (102) do (68) oraz uwzgledniajac wzér (78)

cxw

—w? T(t) - U(z) + (ex)2T(t) (%)4\11(95) — W2 T(t) - U(x) [( = )2 - 1} =0. (103)

To potwierdza, ze funkcja y(z,t) opisana réwnaniem (94) jest rozwigzaniem réwnania (68)
opisujacego rozchodzenie si¢ drgan poprzecznych w precie.

Pozostaje problem wyznaczenia amplitud A, B, C'i D. Z warunkéw granicznych wyni-
ka, ze na koncach preta nie wystepuja ani momenty sil ani sily $cinajace. Oznacza to, ze
w poczatku preta, dla x = 0 moment sity M (z = 0) = 0 oraz T'(x = 0) = 0. Stad w oparciu
o wzory (52) i (55)

0%y
M(z=0)=F — =0. 104
(x =0) J(8x2)z:0 0 (104)
Ale wobec zwiagzkéw (99) i (104)
0y r(t) (”)2 [A cosh(0) + Bsinh(0) — C cos(0) — Dsin(0)] = 0 (105)
— = — 1 inh(0) — — Dsin =0.
ox? ) . _, v
Wynika stad, ze
A-C=0, (106)
czyli
A=C. (107)
Z kolei w oparciu o wzoér (56)
T(x=0)=EJ Py =0 (108)
- ox3 ) o

Czyli po zastosowaniu zaleznosci (100) i wobec (108)

@ =T(¢) (8)3 [Asinh(0) + B cosh(0) 4+ C'sin(0) — D cos(0)] =0 (109)
925 ) .~ . in sin S =0.
Wynika stad, ze
B-D=0, (110)
czyli
B=D. (111)

Oznacza to, ze réwnanie (94) przyjmuje postaé

y(z,t) = T cos(wt + @) {A [cosh (gx) + cos (gx)] + B [sinh (fgg) + sin (gac)] } .
v v v v
(112)
Wobec tego, druga i trzecia pochodna czastkowa y po x, zgodnie ze wzorem (112), opisane
sa wzorami

g;g_r(t) (2)" {4 [cosh (Z2) — cos (Za)] + B [sinh (Za) —sin (%2)]}, (113)
g =10 (3)" {4 [son (S2) +sin (S2)] + 3 oot ($2) = oon (32)]} - 110
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Stad, wiedzac, ze dla drugiego swobodnego kofica preta (czyli dla z = L) moment sily i sila
$cinajaca sa réwniez réwne zero, to

M(z=1L)=FEJ (g;)FL =0, (115)
czyli
T'(t) ( ) {A [th ( ) — cos (%L)} +B [sinh (%L) — sin (%L)]} =0, (116)
a takze )
T(x=L)=EJ (Z—;Z) » =0, (117)
czyli

I'(t) ( ) {A [smh( L) 4+ sin (%Lﬂ +B [cosh (%L) — cos (%L)]} =0. (118)

Z réwnan (116) i (118) wynika, ze

A [cosh (%L) — cos (%L)] =-B [sinh (%L) — sin (%L)] (119)
o A [sinh <%L> + sin (%L)] =-B [cosh (%L) — cos <%L>] . (120)

Nalezy wyznaczy¢ takie czestodci w, dla ktérych réwnania (119) i (120) sa réwnowazne.
W tym celu najpierw nalezy pozby¢ sie amplitud A i B dzielgac stronami powyzsze réwnania

A [cosh (£L) - cos (%L)] — B [sinn (1) —sin (1) (121)
Alsinh (20) +sin (Y2)] =B [eosh (Y1) = cos (UL)]

cosh (%L) — cos (%L) sinh (

sinh (%L) + sin (%L) cosh (

Stad

) (122)
L) -«
Mnozac wyrazenia we wzorze (122) na krzyz
2
[cosh (EL> — cos (EL)] = [Sinh (EL) + sin (gL)] - [Sinh (£L> — sin (gL)] . (123)
v v v v v v
Stad
cosh? (SL> — 2cosh (fL) - cos (SL) + cos? (EL) = sinh? (SL> — sin? (£L> , (124)
v v v v v v
czyli
cosh? (EL) — sinh? (EL) —2cosh (EL) - cos (EL) +sin? (EL) + cos? (EL) =0. (125)
v v v v v v
Korzystajac z tozsamosci trygonometrycznych

cosh?(©) — sinh?(@) = 1 (126)
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oraz

sin?(©) + cos?(©) = 1, (127)
réwnanie (125) mozna przepisa¢ w postaci
w w
1— 2cosh (;L) . cos (;L) +1=0. (128)
Stad
w w
cosh (EL) - cos (ZL) =1. (129)

Powyzsze rownanie mozna zapisa¢ w postaci

cos (%L) - coshzwL) —0. (130)
v

Niech zmienna p definiuje wzor

L. (131)

w
H=—
v

Gdyby wprowadzi¢ funkcje h zmiennej p zdefiniowana jako

1

cosh(p)’ (132)

h(p) = cos(p) —

to wykres tej funkeji mozna przedstawié¢ jak na rysunku 17.

h(p)

01 23456 7 8 91011121314 151617181920
w/(7/2)

Rysunek 17. Wykres funkcji h(p)

Zrodio: opracowanie wilasne.

Z wykresu funkcji h(p) wynika, ze przyjmuje ona wartosci réwne zero dla argumentéw
w zebranych w tabeli 1.
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Tabela 1. Argumenty p, dla ktdrych funkcja h(p) przyjmuje wartoSci réwne zero.
Pierwiastki funkcji h(p) wyznaczono numerycznie przy pomocy procedury Szukaj wy-
niku w arkuszu kalkulacyjnym Microsoft Excel.

.

i/ (7/2)
3,011237462
4,999505341
7,000021359
8,999999077
11,00000004
13,00000000
15,00000000
17,00000000

Zrédlo: opracowanie wilasne.

0 O Ut = W N+~

7 wykresu wida¢ wyraznie, ze wraz ze wzrostem wartosci argumentéw zanika wklad funkcji
cosinus hiperboliczny (cosh) i dominuje funkcja cosinus (cos).

Kolejne czestodel w; dla ktérych zaleznosei (119) i (120) sa sobie réwnowazne spelniaja
rownania

wil T s 011237462,
U1 2
L

wal g x 4,999505341,

2 (133)
UJ3L ™
32 = L % 7,000021359,

V3 2

wL w .
22— L x08,999999077, itd.

V4 2

Oznacza to, ze wykorzystujac wzér (78), czestotliwodei f; z jakimi moze drgaé pret opisuja
réwnania

_mex 2
fi=gpz x (3,011237462)%,
fa = 22X (4,999505341)2,
8L?
o 2 (134)
fs = gpz % (7,000021359)%,
mex 2 4
fa= gz < (8,999999077)%, itd.

Kolejne czestotliwodel maja sie do siebie (w przyblizeniu do czterech miejsc po przecinku)
jak

fiifoifaifa:..=1:2,7565:5,4039:8,9330: .... (135)

Oznacza to, ze kolejne czestotliwosci nie sa harmonicznymi czestotliwosci podstawowej f1,
czyli nie sa wielokrotnoéciami czestotliwosci podstawowej fi.

Dla kazdego modu drgania preta (czyli sposobu jego drgai) zaburzenie w precie rozchodzi
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sie z inng predkoscia fazowa. Wykorzystujac wzér (78) predkosci te opisuja réwnania

5%

v = X x 3,011237462,
vy = TX 5 4,999505341,

2L

2L (136)
vg = 2 X 7,000021359,

Tex

vy = % 8,999999077, itd.

2L
Kolejne predkosci maja si¢ do siebie (w przyblizeniu do czterech cyfr po przecinku) jak

V1 iU U3 Vg ... =1:1,6603:2,3246:2,9889:.... (137)

Do réwnania (125) mozna doj$é jeszcze w inny, réwnowazny sposéb. Réwnania (119)
i (120) tworza uktad dwoch réwnan jednorodnych z dwiema niewiadomymi A i B

A [cosh (%L) — cos (%L)] B [sinh (%L) _sin (%L)] 0, ss)
A [sinh (%L) + sin (%L)] + B [cosh (%L) — cos (%L)] 0.

Najprostsze rozwiazania tego réwnania to A = 01 B = 0. Tyle, ze wtedy zgodnie z réwnania-
mi (94), (107) i (111) y = 0 dla kazdego = w dowolnej chwili czasu — co oznacza brak drgania
preta. Warunkiem istnienia niezerowych rozwiazan ukladu réwnan (138) jest zerowanie sie

wyznacznika
cosh (gL) — cos (EL) sinh (SL) — sin (EL)
v v v v

w w w w =0 (139)
sinh (fL) + sin (7L> cosh <7L> — cos <7L)
v v v v
co prowadzi do zwiazku (123).
Rozwiazanie réwnania (129) umozliwia uzyskanie zbioru w; € {w1,ws,ws,ws, ...}, kto-

rego cztery pierwsze wyrazy to w; wystepujace w réwnaniach (133). Kazdemu w; odpowiada
para niezerowych amplitud A® oraz B spelniajacych rownanie

A® [cosh (ﬂL) — cos (&L>} + B® [sinh (ﬁL) — sin (ﬁL>} =0,
V; V; V; Vs

A® [Sinh (EL) + sin (&L)] + B® [cosh (ﬂL) — cos (ﬂL>} =0.
V; Vi v; (%3

Gdyby przyjaé, ze A® jest znane to wéwezas z dowolnego z réwnan (140) mozna wyznaczy¢
B, Na przyktad wykorzystujac pierwsze z réwnan (140)

cosh (&L) — cos (ﬂL)
B — _ vi Ui 7 A0, (141)

sinh (&L) — sin (&L)
U; (3
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Woéwezas réwnanie (112) przyjmuje postaé

yla,t) = AD . cos(wit + ¢) - { {cosh (égll) + cos (%}Z; Sﬂ)]

[T ED] o) s e
Itsinhiagiifzjsin(%@” [ h(%}zf )+ (“5 )H (142)

Amplituda A® zalezy od warunkéw poczatkowych.

Niech np. L = 1 m. Wéwczas zgodnie ze wzorem (133)

T —1
wi=v- o 3,011237462s (143)
oraz w - 2L
;l = 3011237462 = 4,73m ", (144)
1

Roéwnanie (142) przyjmuje wéwczgstostaé

ylz,t) = AW - cos(wit + ¢) - {[cosh(4,73ac) + cos(4,73x)]

[cosh(4 73) — cos(4.73)

Sinh(4.73) — sin(4,73) | [sinh(4,73z) + sin(4,73x)]}. (145)

Mozma zdefiniowaé funkcje n? (z)
M (x) = [cosh(4,73z) + cos(4,73z)] — 0,9825 - [sinh(4,73z) + sin(4,73z)]. (146)
Wykresy funkeji (V) (x) oraz —n(!) (x) przedstawiono na rysunku 18.

n(x) () —W(2)
2,0

1,5
1,0
0,5
0,0

0,5

1,0

-1,5

-2,0
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10
L/m

Rysunek 18. Wykresy funkcji nM (x) oraz —n™ (z)

Zrédlo: opracowanie wiasne.
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Z wykreséw widaé, ze strzalka drgan preta wystepuje w jego srodku (dla xg) = 0,500m).
Z kolei wezly drgan wystepuja dla xSﬁf = 0,224 m oraz dla xq(ﬁz) = 0,776 m. Taki spos6b
drgania preta nazywa sie modem podstawowym drgan poprzecznych.

Gdyby utrzymacé zalozenie, ze L = 1m to dla drugiego modu drgan, zgodnie ze wzorem
(133)

Wy = vy - —JL x 4,999505341 5! (147)
oraz
w2 T 1
Y2 _ T x4 41 = . 14
2= gp * 4990505341 = 7 85m (148)

Roéwnanie (142) przyjmuje w tym przypadku postaé

y(z,t) = A® . cos(wat + ¢) - {[cosh(7,85x) + cos(7,85z)]

_ [cosh(7,85) — cos(7,85)

- [sinh i . (14
sinh(7,85) — sin(7,85) [sin (7,85m)+sm(7,85$)]} (149)

Woéwezas funkcja 7 (z) przyjmuje postaé
73 (x) = [cosh(7,85z) + cos(7,85z)] — 1,0008 - [sinh(7,85x) + sin(7,85z)]. (150)

Wrykresy funkcji n(?) () oraz —1 (z) przedstawiono na rysunku 19.

n(z) n (x) —n@(z)
2.0

15
1,0
0,5

00 o1 02 03 04 05 06 07 08 09 10
L/m

Rysunek 19. Wykresy funkcji n®(z) oraz —n® ()
Zrédio: opracowanie wlasne.

Z powyzszych wykreséw widaé, ze strzalki drgan preta wystepuja dla x@ =~ (0,308 m oraz
a:(gz) =~ 0,692 m. Z kolei wezly drgan wystepuja dla ac,(,i) =~ (0,132m, Tq(‘i) =~ 0,500 m oraz dla

2$2) = 0,868 m.
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Dla trzeciego modu drgan, zgodnie ze wzorem (133)
w3 = v3 - % x 7,000021359 51 (151)

oraz .
w3 _ ~ -1
Y x 7,000021359 = 11,00m™ . (152)

Réwnanie (142) przyjmuje w tym przypadku postaé

y(z,t) = A®) . cos(wst + @) - {[cosh(llz) + cos(11z)]

B {cosh(ll) — cos(11)

Sinh(11) — sin(11) - [sinh(11z) + Sin(llx)]}. (153)

Wéwezas funkcja 7 (x) przyjmuje postaé
73 (x) = [cosh(11z) + cos(11z)] — 1,0000 - [sinh(11z) + sin(11z)]. (154)

Wykresy funkcji n® (z) oraz —n(® (z) przedstawiono na rysunku 20.

n(x) n® (z) —n®) ()
2,0

15
1,0
0,5
0,0

0,5

00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1,0
L/m

Rysunek 20. Wykresy funkcji n® (x) oraz —n®) (z)
Zrédlo: opracowanie wlasne.

7 powyzszych wykreséw widaé, ze strzalki drgan preta wystepuja dla z(s?l’) =0,220m, xg‘:)
0,500m oraz xé? =~ 0,780m. Z kolei wezly drgan wystepuja dla zq(jfl) = 0,094 m, xq(j,‘,)
0,356 m, z2) 2 0,644 m oraz dla &) = 0,906 m.

Dla czwartego modu drgan, zgodnie z zaleznoscig (133)

1R

Wy =y - % X 8,999999077 s~ (155)
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oraz
wy T

ve 2L
Roéwnanie (142) przyjmuje w tym przypadku postaé

% 8,999999077 = 14,14 m™ . (156)

y(z,t) = AW . cos(wat + @) - {[cosh(14,14w) + cos(14,14z)]

cosh(14,14) — cos(14,14) . . -
{sinh(14,14) ~si(14,14) [sinh(14,14z) 4 sin(14,14x)] p. (157)

Wéwezas funkcja n (z) przyjmuje postaé
7™ (x) = [cosh(14,14x) 4 cos(14,14x)] — 1,0000 - [sinh(14,14x) + sin(14,14z)].  (158)

Wykresy funkcji n(*) () oraz —n® (z) przedstawiono na rysunku 21.

n(x) 'Y (z) —n™ ()
2,0

1,5

00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10
L/m

Rysunek 21. Wykresy funkcji n™ (z) oraz —n™ (z)
Zrédto: opracowanie wlasne.

Z powyzszych wykreséw widaé, ze strzalki drgan preta wystepuja dla zg‘f) ~ 0,171 m, wg) ~
0,389 m, x_(;;) ~ 0,611m oraz x,(;i) ~ 0,829m. Z kolei wezly drgan wystepuja dla xﬁ;‘f ~
0,073m, %) ~ 0,277m, 24 ~ 0,500m, z{) ~ 0,723 m oraz dla z{) ~ 0,927 m.

W analogiczny sposob mozna przedstawiaé¢ kolejne mody drgan. Z wykresé6w na rysun-
kach od 18 do 21 wynika, ze o sposobie drgania preta decyduje sposéb jego podparcia.
Dobierajac punkty podparcia tak, aby znajdowaly sie¢ one w miejscach potozenia weztoéw
dla poszczegdlnych modow, mozna wybraé konkretny poprzeczny mod drgania. Charakte-
rystyczne jest to, ze dla poprzecznych modéw bedacych nieparzystymi wielokrotnosciami
modu podstawowego w $rodku preta wystepuja strzatki. Dla parzystych wielokrotnosci po-
przecznego modu podstawowego w $rodku preta pojawia sie wezel.
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Wrykorzystujac drgajacy pret jako zrédlo dzwieku podpiera sie go w weztach poprzecz-
nego modu podstawowego przedstawionego na rysunku 18. Miedzy innymi z powodu tego,
ze wezly pozostalych modéw znajduja si¢ w innych miejscach niz dla modu podstawowe-
go, mody wyzszych rzedéw sa silnie tlumione. Stanowi to jeden z podstawowych powodow
wykorzystania podpartych pretow drewnianych lub metalowych do budowy melodycznych
idiofon6w sztabkowych czyli instrumentéw perkusyjnych typu ksylofon, marimba (drewniane
prety) czy dzwonki, wibrafon, czelesta (metalowe prety).

Drgajacy poprzecznie pret mozna jakosciowo wykorzysta¢ do wyjasnienia dzialania ka-
mertonu. Dla podstawowego modu poprzecznego drgan preta, w $rodku preta jest strzalka.
Wygiecie preta w ksztalcie litery U oraz dotaczenie w Srodku preta stopy powoduje, ze we-
zly takiego drgania zblizaja sie do $rodka preta [2]. Niemniej stopa kamertonu silnie drga.
O czestotliwodei drgan kamertonu, podobnie jak preta, decyduja zgodnie ze wzorami (133)
i(78):

1. material, z jakiego wykonano pret — gesto$é objetosciowa py oraz modul Younga F

wplywaja na wartos¢ predkosci ¢ = vp drgan podtuznych w precie;

2. zalozenia konstrukcyjne:

(a) dlugos$¢ ramion kamertonu — ok. L/2,
(b) typ przekroju poprzecznego preta z jakiego wykonany jest pret — wspdlezynnik
X jako funkcja S pola przekroju preta oraz J momentu bezwladnosci przekroju

poprzecznego preta.

Uderzenie mloteczkiem w jedno z ramion kamertonu pobudza w nim drgania zlozone
z wielu drgan nieharmonicznych, schematycznie przedstawionych na rysunku 22.

Rysunek 22. Schematyczne drgania ramion kamertonu dla kilku pierwszych drgan
nieharmonicznych

Zrédto: opracowanie wlasne.

Wraz z uplywem czasu wyzsze nieharmoniczne drgania zanikaja i pozostaje prawie tylko
drganie podstawowe. Ewidentnie pomaga w tym pudlo rezonansowe, ktérego konstrukcja
preferuje drganie o czestotliwosci podstawowej. Pudlo wzmacnia i wydluza czas dzialania
kamertonu [1].

3. PODSUMOWANIE

Przedstawiony w pracy opis drgan podtuznych i poprzecznych preta pokazuje, ze w przy-
padku wykorzystania drgajacego preta, jako elementu bedacego zrédlem fal mechanicznych
w powietrzu decydujace znaczenie ma sposéb zamocowania preta oraz sposéb pobudzania
preta do drgan.
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Podluzne drgania preta znalazty miedzy innymi zastosowanie w tzw. rurze Kundta, gdzie
warunkiem wzbudzenia drgan preta sa:

(a) zamocowanie preta na sztywno (w jednym miejscu posrodku lub w dwéch miejscach)
tak, aby na jego koncach powstala strzalka;

(b) przesuwanie z niewielkim naciskiem szmatki nasaczonej kalafonia (sproszkowana mie-
szaning kwaséw zywicznych, stuzaca do zwigkszenia szorstko$ci materialu szmatki, co
skutkuje wzrostem przyczepnosci szmatki do podloza) wzdluz preta w celu wzbudze-
nia w nim drgan podtuznych.

Modele drgan poprzecznych preta opisuja dziatanie szeregu instrumentéw idiofonicznych
takich jak
e dzwonki, ksylofony itp., gdzie Zrédlem dzwigku jest swobodny, jedynie podparty pret;

e harmonijka ustna czy akordeon, gdzie Zrédlem dzwigku jest tzw. stroik — czyli zamo-
cowany na jednym koncu drgajacy pret wprowadzany w ruch przez powietrze — stad
czesto ten typ instrumentéw przypisany jest do tzw. aerofonéw.

Préoba wykorzystania opisu drgan podiuznych preta do wyjasnienia dzialania kamertonu,
czyli zrédta dzwieku o zadanej czestotliwosci jest calkowicie bledna gltéwnie z dwéch powo-
dow:
(a) pret (zgiety) w kamertonie nie jest w zadnym ustalonym miejscu sztywno zamocowany
i dlatego nieuprawnione wydaje si¢ zalozenie, ze jego drgania to drgania podluzne;

(b) sposéb wzbudzania drgan polega na uderzeniu mloteczkiem w jedno z ramion kamer-
tonu — czyli wytworzeniu w kamertonie fali poprzecznej.

Niemniej, dokladny model drgan kamertonu wymaga uwzglednienia miedzy innymi:

(a) niejednorodnosci rozkladu masy drgajacego preta, wynikajacej zaréwno z dolacze-
nia do niego stopy jak i ewentualnego zastosowania dodatkowych przesuwnych mas
na ramionach kamertonu w celu niewielkiej korekty podstawowej czestotliwosci jego
drgan;

(b) drgan skretnych ramion kamertonu,

co nie zostalo rozwazone w powyzszej pracy.
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LUKASZ PISKORSKI!

MODELOWANIE AZOTKOWYCH LASEROW O EMISJI
KRAWEDZIOWEJ, W KTORYCH ZASTOSOWANO
PODEJSCIE SUPERSYMETRYCZNE

1 Photonics Group, Institute of Physics, Lodz University of Technology, ul. Wélczanska 217/221, 93-005 L6dZ, Poland

Zwiekszenie mocy laserdw potprzewodnikowych zwykle wigze sie z poszerzaniem
obszaru czynnego, w ktorym generowane jest promieniowanie. Prowadzi to jed-
nak do przejscia pracy z trybu jednomodowego do wielomodowego, co w wielu
zastosowaniach jest niepozgdane. Dlatego poszukuje sie rozwigzarn pozwalajgcych
na jednoczesne uzyskanie wysokiej mocy i stabilnej pracy w trybie pojedynczego
modu poprzecznego. Jednym z obiecujgcych kierunkow jest podejscie supersyme-
tryczne, wynikajgce z analogii pomiedzy réownaniami Schrodingera i Helmholtza,
ktore znalazto zastosowanie w optyce falowej i umozliwia skuteczne ttumienie
modow wyzszeqo rzedu.

W niniejszej pracy podejscie supersymetryczne zostato zastosowane w struktu-
rze bazujgcej na azotkowym laserze o emisji krawedziowej emitujgcym Swiatto
niebieskie o dtugosci fali 430nm. W pracy badany jest wplyw parametréw geo-
metrycznych struktury oraz parametrow warstwy czynnej na skuteczng dyskry-
minacje modow wyzszego rzedu w strukturze z dwoma falowodami grzbietowyms.
Do tej pory w literaturze przedstawiono podobne analizy dla laseréw arsenko-
wych i fosforkowych, natomiast podejscie supersymetryczne w przypadku laseréw
azotkowych nie zostato jeszcze doktadnie zbadane.

Otrzymane wyniki wskazujq, Ze zastosowanie podejscia supersymetrycznego
w azotkowych laserach o emisji krawedziowej umozliwia uzyskanie pracy w trybie
pojedynczego modu poprzecznego réwniez przy szerszym obszarze czynnym. Pa-
rametr zwany wzgledng separacjg modow, zastosowany do poréwnania badanych
laserow, osiggnat w supersymetrycznej strukturze wartosé okoto 3,5, co oznacza,
ze separacja modow jest ponad trzykrotnie wicksza niz w strukturze referencyjnej
z pojedynczym falowodem grzbietowym. Wynik ten wskazuje, ze struktury oparte
na podejsciu supersymetrycznym mogq stanowié szczegolnie korzystne rozwigza-
nie w projektowaniu przyrzgdow przeznaczonych do zastosowarn wymagajgcych
wyzszej mocy optyczne;j.

Stowa kluczowe: lasery potprzewodnikowe, symulacja komputerowa, model nume-
ryczny, potprzewodnikowe materiaty azotkowe, modelowanie zjawisk optycznych

1. WSTEP

Lasery azotkowe o duzej mocy, emitujace promieniowanie w postaci wiazki gaussow-
skiej o malej rozbieznosci, stanowig atrakcyjne zrodto swiatla do wielu zastosowari.
Wykorzystywane sa m.in. w chirurgii laserowej [1], obrébce materialéw [2] i druku
3D [3].
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Uzyskanie akcji laserowej na pojedynczym modzie poprzecznym w laserach o emi-
sji krawedziowej jest zazwyczaj mozliwe dzieki zastosowaniu waskiego falowodu grzbie-
towego [4] lub falowodu grzbietowego otrzymanego poprzez plytkie trawienie struk-
tury [5]. Efekt falowodowy w takich laserach wystepuje w kierunku poprzecznym,
poniewaz efektywny wspolczynnik zalamania w obszarze falowodu grzbietowego jest
wyzszy niz w obszarach z nim sgsiadujacych. Waski falowod grzbietowy ogranicza
mod podstawowy i jednocze$nie ttumi lub eliminuje mody wyzszego rzedu. Takie
rozwigzanie ma jednak swoje wady. Powierzchnia przez ktora prad jest wstrzyki-
wany do warstwy czynnej ze studniami kwantowymi jest wtedy niewielka, co ogra-
nicza objetos¢ obszaru czynnego i obniza moc optyczna lasera. Dodatkowo waski
obszar czynny przektada sie na wysoka gesto$¢ mocy cieplnej, przez co odprowa-
dzanie ciepla staje sie problematyczne. Sytuacja jest inna w przypadku ptytkiego
falowodu grzbietowego, ktory wprowadza jedynie niewielki skok wspotczynnika za-
tamania w kierunku poprzecznym. Pozwala to na tlumienie modéw wyzszego rzedu
réwniez w strukturach z szerszymi falowodami grzbietowymi, co sprzyja pracy jedno-
modowej i daje szanse uzyskania wickszej mocy optycznej. Z drugiej jednak strony,
stabszy efekt falowodowy przeklada sie na wyzsze wartosci pradu progowego. Obser-
wuje si¢ wtedy wzrost temperatury, ktéra wpltywa na wartosci wspolczynnikow zata-
mania uzytych materialow. Otrzymany w ten sposob rozklad tej wielkosci wzmacnia
efekt falowodowy i sprzyja powstawaniu modéw wyzszego rzedu. W efekcie praca
lasera staje si¢ wielomodowa [6].

Aby obejsé¢ te ograniczenia i uzyskaé¢ prace jednomodows na modzie podstawo-
wym, w niniejszej pracy wykorzystano sprzezenie optyczne pomiedzy sasiednimi fa-
lowodami grzbietowymi — rozwigzanie znane jako podejscie supersymetryczne. Kon-
cepcja supersymetrii narodzita sie w fizyce czastek, pozniej byta rozwijana w mecha-
nice kwantowej, a dzieki analogii pomiedzy réwnaniami Schrédingera i Helmholtza
znalazta réwniez zastosowanie w optyce falowej [7], szczegolnie w uktadach sprzezo-
nych falowodéw [8], gdzie charakterystyka modowa zalezy od sposobu ich sprzezenia.
Klasycznym przyktadem dziatania supersymetrii jest tu para sprzezonych falowodow
o roznych parametrach, w ktorej wszystkie mody maja te same stale propagacji w obu
falowodach [9]. Wyjatek stanowi mod podstawowy w pierwszym z falowodow, ktory
nie posiada odpowiednika w drugim. W rezultacie wszystkie mody majace swoje
odpowiedniki propaguja sie w obu falowodach, a tylko mod podstawowy pozostaje
zlokalizowany w pierwszym falowodzie.

W niniejszej pracy podejscie supersymetryczne zostato zastosowane w azotkowym
laserze o emisji krawedziowej (rysunek 1), aby uzyskaé lepsze parametry pracy na
modzie podstawowym. Struktura takiego lasera, dalej nazywana DRW (ang. double-
ridge waveguide — struktura z podwdjnym falowodem grzbietowym), sktada sie
z dwoch falowodow: szerszego (A) 1 wezszego (B). Dla poréwnania analizowana jest
rowniez klasyczna struktura z pojedynczym falowodem grzbietowym, dalej nazywana
SRW (ang. single-ridge waveguide — struktura z pojedynczym falowodem grzbieto-
wym). Obszary znajdujace sie¢ pod falowodami grzbietowymi beda nazywane aper-
turami.

W strukturze DRW, jesli szerokosci falowodéw grzbietowych A i B zostang do-
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brane tak, aby mody wyzszego rzedu w A mialy te same wspolczynniki zalamania
co mody w B, wowczas ulegaja one sprzezeniu a ich rozktady rozpraszaja sie w obu
aperturach. Mod podstawowy, ktéry nie ma odpowiednika w falowodzie B, pozostaje
ograniczony do falowodu A. W pracy mody w strukturach SRW i DRW beda ozna-
czane odpowiednio TE;Q‘RW i TE?RW, przy czym ¢ = 0 bedzie stosowane dla modu
podstawowego, a liczby dodatnie dla ¢ beda stosowane dla modéw wyzszego rzedu.
Poniewaz badania opisane w pracy skupiaja sie gtéwnie na dyskryminacji modéw,
sposob ich numerowania nie ma wplywu na wyniki. Przyjeta zostala prosta zasada:
wyzsze mody beda porzadkowane malejaco wedlug czesci rzeczywistej efektywnego
wspotczynnika zatamania.

N

B \WZzmocnienie —— Si0,
mEmm— absorpcja ——— InGaN/GaN/AlGaN
1 Au

Rysunek 1. Schematyczne przedstawienie struktur laseréw krawedziowych
z pojedynczym (SRW) i podwojnym (DRW) falowodem grzbietowym, badanych
w niniejszej pracy, wraz z uktadem wspoétrzednych zastosowanym w analizie. Oznaczenia:
wp, wg — szerokosci falowodow A i B; dap — odlegtosé miedzy falowodami A i B
Zrédto: opracowanie wtasne.

W pracy badany jest wplyw szerokosci falowodu B, ktéry zapewnia skuteczng
dyskryminacje modéw wyzszego rzedu w strukturze DRW. Analizowany jest takze
wplyw czesci urojonej wspolczynnika zalamania w warstwie czynnej. Rozktad tej
wielkosci zalezy od wartosci wzmocnienia i absorpcji przyjetych w warstwach studni
kwantowych. Do tej pory w literaturze opisano podobne analizy dla laseré6w arsenko-
wych [10-12] i fosforkowych [13], natomiast podejécie supersymetryczne w przypadku
laseréw azotkowych nie zostalo jeszcze dokladnie zbadane. Materialy azotkowe wy-
rézniaja si¢ mniejszym kontrastem wspotczynnika zatamania niz materiaty arsenkowe
i fosforkowe, a takze krotsza dlugoscig fali emitowanego promieniowania.
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2. MODELOWANA STRUKTURA

Struktura wyjsciowa do badan teoretycznych stanowiagcych przedmiot niniejszej pracy
to polprzewodnikowy laser azotkowy o emisji krawedziowej typu ridge-waveguide
(z falowodem grzbietowym) z obszarem czynnym w postaci studni kwantowych In-
GaN/GaN generujacy promieniowanie o dtugosci fali 430 nm. Obecna technologia
umozliwia wytwarzanie takich struktur, czego potwierdzeniem sa zmierzone ekspe-
rymentalnie charakterystyka pradowo-napieciowa oraz charakterystyka wyjsciowej
mocy optycznej w funkcji pradu, ktore zostaly zaprezentowane w [14]. Modelowana
struktura wyjsciowa, schematycznie przedstawiona na rysunku 2, bazuje na struktu-
rze pojedynczego emitera przedstawionego w [14] zaprojektowanego do emisji pro-
mieniowania o dtugodci fali 430 nm i jest podobna do konstrukeji opisanych w [15-17],
ktore opracowano tak, by w temperaturze pokojowej generowaly $wiatto niebieskie
o dtugosci fali z przedziatu 442-450 nm.

J Au p-AlypusGaN
p-GaN
Si0, p-Aly—o45GaN
n-Aly i uGaN
9 x (p-Aly,12GaN/p-GaN)
n-AlpssGaN % p-Aly1,GaN
GaN
Tng043GaN GaN/
Tng 1,GaN/Ing osGaN
GaN
Tng 1,GaN/Ing osGaN
n-Algp2:GaN n-Ing 0;3GaN GaN
— n-GaN
n-Alggss—0GaN
n-GaN (podloze)

Rysunek 2. Schemat struktury lasera polprzewodnikowego o emisji krawedziowej typu
ridge-waveguide z obszarem czynnym InGaN/GaN. W celu lepszego uwidocznienia
szczegolow konstrukeji pokazano jedynie niewielka czesé podloza oraz ograniczono
szerokosé fragmentu struktury do 6 pm. Prawa cze$¢ rysunku, ukazujaca fragment
struktury obejmujacy warstwy o malej grubosci, przedstawiono w powiekszeniu, w innej
skali niz czesé lewa. Dla uproszczenia zapisu, na rysunku oraz w dalszej czesci pracy sktad
materialowy dla materialéw AlGaN oraz InGaN podawany jest wylacznie poprzez wartosé
okreslajaca zawartosé Al lub In. Zawartos¢ Ga réwna jest roznicy 1 1 zawartosci Al lub In
Zrédto: opracowanie wlasne.

Szczegoly budowy struktury wyjsciowej takie jak materialy z ktérych wykonano
warstwy, typ domieszkowania i koncentracja domieszki, grubosci warstw przedsta-
wiono w tabeli 1. W celu uzyskania falowodu grzbietowego wytrawiono warstwe pod-
kontaktowa wykonana z p-GaN i wykonana z p-Alg 045GaN czes¢ warstwy okladkowej
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Tabela 1. Szczegoly struktury lasera polprzewodnikowego o emisji krawedziowej typu
ridge-waveguide 7 obszarem czynnym InGalN/GaN. W tabeli pominigte zostaly grubosci
warstw znajdujacych si¢ po dolnej stronie podtoza, poniewaz obliczenia stanowiace przed-
miot niniejszej pracy skupiaja siec na modelowaniu zjawisk optycznych, co umozliwia ogra-
niczenie struktury od dotu tak, Ze jedynie niewielki fragment podloza jest uwzgledniany

w obliczeniach

Koncentracja
Element lasera Materiat domieszki Grubos¢ [nm)]
[1018 Cm_B]
kontakt metaliczny Au — 1000
izolacja tlenkowa Si09 — 200
warstwa podkontaktowa GalN:Mg 5,0 210
warstwa okladkowa Al 045GaN:Mg 5,0 550
warstwa okladkowa Alp—0,045GaN:Mg 2,0 — 5,0 100
. 9 x (GaN:Mg /
Wa.rstvlia bl(ikt}i]{%ca Alg12GaN: M) 40,0 38( (2,0 / 2,0)
ucieczke nosnikow Alg.12GaN:Mg) ,
warstwa dystansujaca GaN — 2,0
warstwa falowodowa Ing,043GaN — 65,0
bariera GaN — 4.0
studnia kwantowa Ing,12GaN / - 31 /13
(gleboka/plytka) Ing,06GaN ’ ’
bariera GaN — 5,0
studnia kwantowa Ing,12GaN / - 31/13
(gteboka/plytka) Ing,06GaN ’ ’
bariera GaN — 5,0
warstwa falowodowa Ing 043GaN:Si 2,0 50,0
warstwa dystansujaca GaN:Si 5,0 10,0
warstwa okladkowa Alp,068—0GaN:Si 5,0 350
warstwa okladkowa Alp 068 GaN:Si 5,0 800
warstwa buforowa Alp 023GaN:Si 5,0 2000
podloze GaN:Si 5,0 3 x 10°

Zrédto: opracowanie wltasne na podstawie [14].

typu p na gleboko$é 710 nm. W kierunku bocznym pozostawiona jest mesa o szero-
kosci 2,0 pm. Diugosé emitera opisanego w [14] to 900 nm, ale w prezentowanych tu
obliczeniach nie ma ona znaczenia, poniewaz dotycza one przypadku dwuwymiaro-
wego, ograniczonego do plaszczyzny przedstawionej na rysunku 2. Izolacja tlenkowa,
ktora pokrywa obszary odsloniete w wyniku trawienia, wykonana jest z amorficz-
nego SiO2 i ma grubo$é 200nm. W obliczeniach przyjeto, ze warstwa ta czeSciowo
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pokrywa falowo6d, zachodzac na niego na odlegltosé rowna swojej grubosci. W mode-
lowanej strukturze nad ta warstwa znajduje si¢ warstwa zlota o grubosci 1 pm, ktora
ma kontakt z warstwa podkontaktowa jedynie od gornej strony falowodu grzbieto-
wego.

Obszar czynny modelowanego lasera jest niedomieszkowany (patrz: tabela 1) i zo-
stal wykonany w postaci dwoch studni kwantowych wykonanych z InGaN rozdzielo-
nych barierami wykonanymi z GaN. Na kazda ze studni skladaja sie dwie warstwy
Ing,06GaN o grubosci 1,3nm i Ing12GaN o grubosci 3,1 nm. Calkowita grubosé¢ ob-
szaru czynnego to 22,8 nm, ale niedomieszkowany obszar nie ogranicza sie jedynie
do obszaru czynnego. Zaliczaja sie do niego jeszcze dwie warstwy znajdujace sie nad
gbrng barierg: warstwa falowodowa o grubosci 65 nm wykonana z Ing g43GaN i cienka
(2nm) warstwa utworzona z GaN. W pracy [14] gorna warstwa falowodowa jest do-
mieszkowana, ale istnieja tez prace [16-18], gdzie warstwy tej sie nie domieszkuje, aby
unikngé strat optycznych spowodowanych duza absorpcja promieniowania typowa
dla materiatéw azotkowych typu p [19,20]. Dopiero 67 nm nad obszarem czynnym
znajduje sie pierwsza warstwa typu p, ktéra wraz z kilkunastoma kolejnymi cienkimi
(2nm) naprzemiennie utozonymi warstwami p-Alg 12GaN i p-GaN tworzy obszar na-
zywany warstwa blokujaca ucieczke nosnikéw z obszaru czynnego do warstw typu p.
Obszar ten sasiaduje od gory ze wcze$niej wspomniana warstwa oktadkows typu p.
Po przeciwnej stronie obszaru czynnego znajduje sie warstwa falowodowa wykonana
z Ing043GaN typu n o grubosci 50 nm. Kolejne warstwy to: wykonana z n-GaN war-
stwa dystansujaca, warstwa okladkowa typu n (czes$¢ tej warstwy ma zmienny sklad
materiatlowy umozliwiajacy ptynne przejscie od n-AlggesGaN do n-GaN), warstwa
buforowa wykonana z n-Alg g23GaN i podloze utworzone z n-GaN.

W pracy [14], gdzie badania skupiaja si¢ na modelowaniu zagadnien cieplnych,
nie zostaly podane koncentracje domieszkowania. Do obliczen bedacych przedmiotem
niniejszej pracy, przyjeto, ze koncentracja domieszki donorowej wynosi 5 x 108 cm ™3
[16]. Jedynym wyjatkiem jest dolna warstwa falowodowa, dla ktorej zalozona zostata
koncentracja 2x10'® cm ™3 z uwagi na to, ze warstwa ta sasiaduje z obszarem czynnym
i wprowadzenie domieszki o wiekszej koncentracji domieszki moze przektadaé sie na
stosunkowo duze straty optyczne w tej warstwie. Dla warstwy podkontaktowej i gor-
nej warstwy okltadkowej przyjeto koncentracje domieszki wynoszaca 5 x 10 cm 3.
Duzo wyzsza koncentracja domieszki wynoszaca 4 x 10 cm™—2 [17] zostata przyjeta
dla warstwy blokujacej ucieczke nosnikéow. W przypadku goérnej warstwy okladko-
wej o zmiennym skladzie materialowym zaltozono, ze wartos$¢ koncentracji domieszki
zinienia sie w sposob ciagly od 2 x 10'® cm™3 do 5 x 108 cm 3.

3. MODEL NUMERYCZNY I PARAMETRY MATERIALOWE

Zjawiska optyczne w strukturach badanych w niniejszej pracy modelowane sa przy
uzyciu metody admitancyjnej fal ptaskich [21]. Metoda ta umozliwia obliczenie efek-
tywnych wspoétczynnikow zalamania $wiatta dla poszczegélnych modéw promienio-
wania i odpowiadajace im przestrzenne rozktady tych modéw.

Wszystkie obliczenia, ktore zostaly wykonane w ramach badan opisanych w ni-
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niejszej pracy zostaly przeprowadzone dla 150 fal ptaskich. Wartosé ta zostata okre-
$lona na podstawie wstepnych obliczenn wykonanych dla struktury z jednym falowo-
dem grzbietowym o szerokosci 5,5 pm. Szerokos$é ta jest prawie trzykrotnie wieksza
niz w przypadku struktury wyjsciowej, jednak majac na uwadze gltéwna cze$é¢ ob-
liczen, ktora dotyczy struktury z dwoma falowodami grzbietowymi i jej optymali-
zacji, zdecydowano by wybor liczby fal ptaskich zostal dokonany w oparciu o war-
tosé lacznej szerokosci falowodow, ktorej mozna sie spodziewaé dla struktury zbli-
zonej do optymalnej. W celu uproszczenia sposobu generowania plikéw wsadowych
do obliczen, liczba fal ptaskich dla glownych obliczeni nie zalezy od lacznej szero-
kosci okna obliczeniowego. Przez okno to rozumiany jest tutaj dwuwymiarowy ob-
szar struktury lasera rézniacy sie od tego ukazanego na rysunku 2 jedynie tym, ze
dolna krawedz tego obszaru przypada na miejsce styku warstwy buforowej i podtoza.
W kierunku poziomym rozmiar okna obliczeniowego zalezy od szerokosci falowodu
grzbietowego (w przypadku struktury z jednym falowodem) lub od lacznej szero-
kosci dwoch falowoddw grzbietowych i szerokosci przerwy miedzy tymi falowodami
(w przypadku struktury z dwoma falowodami). Na szerokos¢ okna obliczeniowego

Tabela 2. Wartosci wspolczynnika zalamania i wspolezynnika absorpcji obliczone dla
materiatow skladajacych sie na modelowane w niniejszej pracy struktury. Wszystkie wartosci
podano dla dlugosci fali 430 nm i temperatury 300 K. W przypadku warstw niedomieszko-
wanych, gdzie wystepuje nieintencjonalna domieszka, nie uwzgledniono jej przy wyznaczeniu
parametréw, poniewaz koncentracja takiej domieszki jest bardzo mata (~ 1x 107 cm™=3) [23].
Dla InGaN tworzacego studnie kwantowe przyjmowane sa rézne wartoéci wzmocnienia gow
i absorpcji aqw, zaleznie od potozenia wzdtuz osi x (patrz: rys. 1)

Materiat Wspoétczynnik zalamania Wspétczynnik absorpcji [em™?]
Au 1,4763 5,2998 x 10%
SiO9 1,4672 2,0457 x 1072
GaN:Mg 2,4689 5
Al().(]45GaNZMg 2,4512 5
A10ﬁ0_045GaN:Mg 274709 — 2,45].2 25
GaN:Mg/Alg12GaN:Mg 40,0 40
In0A043GaN 2,5277 0

Ing 12GaN 2,7491 gow lub aqw
Ing.g6GaN 2,5518 gow lub aqw
GaN 2,4766 0
In0A043GaN:Si 2,5180 2
GaN:Si 2,4669 5
AIOIOGSAOGaN:Si 2,4412 — 2,4669 5
Al()ﬂ@gG&NlSi 2,4412 5
Alo,oQgG&N:Si 2,4578 5
GaN:Si 2,4669 5

Zradto: opracowanie wtasne.
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sktada sie takze 30 pm, ktére wynika z tacznej szerokosci obszaréw potozonych obok
falowodow grzbietowych. Do obszaréw tych wnikaja cze$ciowo mody promieniowania
wyznaczane przez model optyczny i ich pominiecie przelozyloby sie na przyjecie wa-
runkoéw brzegowych (w postaci tzw. idealnie dopasowanych warstw o duzej absorpcji
promieniowania [22]) w nieodpowiednim miejscu, co skutkowatoby uzyskaniem bled-
nych rozwiazaii. Wstepne obliczenia pokazaly, ze 150 fal ptaskich to minimalna ich
liczba powyzej ktorej obserwuje sie jedynie znikome zmiany w wartosci czesci urojonej
efektywnych wspolczynnikow zalamania swiatta powiazanych z modami promienio-
wania wyznaczonymi dla struktury wybranej do wstepnych obliczen.

Wyznaczone dla temperatury pokojowej (300 K) parametry materialowe (wspol-
czynnik absorpcji promieniowania i rzeczywista czes$¢ wspotczynnika zatamania zwana
w dalszej czeSci niniejszej pracy wspolczynnikiem zalamania) stosowane w oblicze-
niach zamieszczone zostaly w tabeli 2.

W celu wyznaczenia wspoétczynnikéw zalamania w materiatach azotkowych przy-
jeto, ze punktem wyjscia beda nastepujace zaleznosci, ktére umozliwiaja wyznaczenie
tej wielkosci dla materialu GaN w 298 K [24] dla energii fotonu E (w €V) z roz-
nych zakresow (ponizej podano réwniez odpowiadajace im zakresy dla dlugosci fali
A) [25,26]:

nR.can(F) = 0,013914 E* — 0,096422 E® + 0,27318 E? — 0,27725 F 42,3535, (1)
1,000eV < E < 2,138eV (580 nm < A < 1240nm),

nR.can(E) = 0,1152 B3 — 0,7955 B2 + 1,959 F + 0,68, 2)
2,138eV < F < 3,163eV  (392nm < A < 580 nm),

nr.can (E) = 18,2202 B3 — 174,6974 E 4 558,535 E — 593,164, (3)
3,163eV < E < 3,351V (370nm < A < 392nm),

nRr,Gan(E) = 33,63905 E? — 353,1446 E* 4 1235,0168 E — 1436,09, 4)
3,351eV < F < 3,532eV  (351lnm < A < 370 nm),

nRr.can(F) = —0,72116 E3 + 8,8092 E? — 35,8878 E + 51, 335, (5)
3,632eV < F < 4,100eV  (302nm < A < 351 nm),

ni.can (E) = 0,351664 B — 6,06337 B3 + 39,2317 E2 — 112,865 F + 124,358, (6)
4,100eV < E < 4,500eV (276 nm < A < 302nm).

W celu wykorzystania zaleznosci (1)—(6) do obliczenia wspolczynnika zalamania
dla Al,GaN oraz In,GaN nalezy zmodyfikowaé¢ wartosé¢ energii tak, aby uwzglednic
roznice pomiedzy przerwa energetyczna GaN oraz materialu potrojnego [27]. Dodat-
kowo mozna tez uwzgledni¢ zmiany wspolczynnika zalamania wraz z temperatura,
a takze te wynikajace z roznych koncentracji nosnikéw. Zaleznosci na wspotczynniki
zalamania w materiatach azotkowych GaN, AlGaN i InGaN mozna wtedy zapisaé
w nastepujacy sposob:
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nR,GaN(E> T7 N) = nR,GaN(E + AE(E7 Ta N))7 (7)
nR,AlGaN('Ta Ea Ta N) = nR,GaN(E + AE(Iv E? Ta N))7 (8)
nR,InGaN(% E> T7 N) = nR,GaN(E + AE(% E7 T7 N))a (9)
gdzie:
AE(E,T,N) = E+ AE(T) + AE(N), 10

) = (10)
AE(z,E,T,N)=E + AE(z,T) + AE3(N), (11)
AE(y, E,T,N) = E+ AE(y,T) + AE3(N), (12)
AE(T) = Bgcan(298K) — Eg can(T), (13)
AE(2,T) = Egcan(298K) — Eg a1can(z, T), (14)
AE(y,T) = Egqan(298K) — Eg 1ngan(y, T), (15)
AEy(N) = —aN'/3, (16)

Wartos¢ wspolczynnika a we wzorze (16) przyjeta w niniejszej pracy wynosi
2,4 x 1078 ¢V cm dla materialow typu n [28] oraz 1,9 x 1078 ¢V cm dla materiatow
typu p [23], a w celu obliczenia A Fs nalezy podstawi¢ za N koncentracje domieszki.

Wartosci przerw energetycznych dla materiatéw azotkowych dwusktadnikowych
w danej temperaturze mozna obliczy¢ korzystajac ze wzoru Varshniego [29]:

aT?
T+p
gdzie Ey to przerwa energetyczna dla T' = 0K, a o oraz 3 to parametry dopa-
sowania. W przypadku materiatéw trojsktadnikowych wartosci przerwy energetycz-
nej wyznacza sie za pomocg wzoroéw interpolacyjnych, ktére uwzgledniaja nieliniowe
zmiany tej wielkosci w zaleznosci od sktadu materiatowego [30]:

Ey(T) = Ego - ()

Eg nican(z,T) = 2Eg N + (1 — ) Eg gan — (1 — 2)Cargan, (18)
Egnaan(y, T) = yEg1an + (1 = y) Eg gan — y(1 — ¥)Cmaan- (19)

Wartosci wszystkich parametréow niezbednych do obliczenia przerwy energetycz-
nej w materiatach GaN, AlGaN i InGaN o dowolnym sktadzie materialowym zostaly
przedstawione w tabeli 3.

W celu zilustrowania ogélnego przebiegu zmian wspoétczynnika zatamania dla
materialéow o sktadach mieszczacych sie w przedziale zastosowanym w strukturze
wyjsciowej, na rysunku 3 przedstawiono zaleznosé wspoétczynnika zatamania w tem-
peraturze 300K od dlugosci fali dla GaN, AlGaN oraz InGaN. Dokladne warto-
Sci wspotezynnika zatamania uzyte w dalszych obliczeniach, dla ktérych przyjeto
A = 430 nm, przedstawiono w tabeli 2.
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Tabela 3. Warto$ci parametréw niezbednych do obliczenia przerwy energetycznej w ma-
teriatach GaN, AlGaN i InGaN dla zadanej temperatury

Parametr AIN GaN InN AlGaN InGaN
Eqo [eV] 6,100 3,510 0,690

a[meVK™] 263 0914 0,414 — —
B K] 2082 825 154 — —
C [eV] — — 0,8 1,4

Zrédito: opracowanie wtasne na podstawie [31].

2,8

—— Alo.12GaN
— A|o_nsGaN
— GaN

|n0,osGaN
Ing.12GaN

2,6

nR

2,4

300 400 500 600 700

Rysunek 3. Obliczone (dla 300 K) wartosci wspolezynnika zalamania ng w zaleznosci
od dlugoscei fali A dla niedomieszkowanych materialow GaN, AlGaN (Al: 6 %, 12 %)
i InGaN (In: 6 %, 12 %)
Zrédto: opracowanie wlasne.

Wzory oraz wartosci parametréw umozliwiajace obliczenie wspolczynnika zata-
mania dla amorficznego SiOg i ztota mozna znalezé¢ w [32] oraz [33]. Dla powietrza
przyjeto warto$é wspotezynnika zalamania rowna 1 [34].

Do obliczeni wspolczynnika absorpcji promieniowania w materiatach azotkowych
zastosowano prosta zaleznos¢ liniowa, w ktorej wielkosé ta jest proporcjonalna do
koncentracji domieszki N:

a(N) = AN, (20)

i prayjeto, ze wartoi¢ wspotezynnika proporcjonalnosci A wynosi 10718 cm?.
Wedtug danych z [35], w warstwach typu p, ktore sg silnie domieszkowane, absorp-

cja jest wyraznie wicksza niz w warstwach typu n stosowanych w azotkowych laserach

polprzewodnikowych. Wynika to z faktu, ze energia aktywacji nosnikow w warstwach
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typu n jest o rzad mniejsza niz w warstwach typu p [36,37], a tym samym do uzyska-
nia odpowiedniej przewodnosci elektrycznej nie jest konieczne stosowanie wysokiej
koncentracji domieszek.

Niewielkie wartosci absorpcji obserwuje sie réwniez w warstwach niedomieszko-
wanych [38,39]. Nalezy przy tym podkresli¢, ze w przypadku GaN w literaturze
wystepuja znaczne rozbieznosci dla wartosci wspotczynnika absorpcji nawet dla tych
samych koncentracji i typu domieszki, jak rowniez dtugosci fali, co pokazuja wyniki
podane w [40,41]. W zwiazku z tym zasadne wydaje sie stosowanie uproszczonego
podejsécia opartego na zaleznosci (20), przy czym bardziej szczegblowa analiza nu-
meryczna moze obejmowac obliczenia dla réznych wartosci wspotczynnika A. Warto
dodaé, ze identyczna postac¢ zaleznosci (20) podano w [42], gdzie badania dotycza
lasera emitujacego Swiatlo zielone (520nm), a przyjeta warto$¢ wspolezynnika A
wynosi 2,5 x 10718 cm?.

Wspotezynnik absorpcji a dla amorficznego SiOg obliczany jest na podstawie
wspotezynnika ekstynkeji k& dla tego materialu (o = 4mk/\), ktory dla dlugosei
fali A z przedziatu 400460 nm wynosi 0,007 wedtug danych zawartych w [43]. Wzory
oraz wartosci parametrow umozliwiajace obliczenie wspotczynnika absorpcji dla ztota
mozna znalezé w [33]. Dla powietrza przyjeto warto$é wspotezynnika absorpeji rowna 0.

4. WYNIKI SYMULACJI

Wyniki symulacji przedstawione w tej czesci uzyskano dla struktur laserowych za-
projektowanych do emisji promieniowania o dtugosci fali A = 430 nm, opartych na
strukturze opisanej w [14]. Materialy warstw oraz ich grubosci w modelowanych
strukturach zestawiono w tabeli 1. Przyktadowe wartosci parametréw optycznych,
obliczone dla T' = 300 K, znajduja sie w tabeli 2. Szerokosci falowodow grzbietowych,
a takze wartosci wzmocnienia gqw i absorpcji aqw przyjete w warstwie czynnej po-
dano w podpisach pod rysunkami. Uklad wspoélrzednych uzyty do przedstawienia
rozkladéw modéw promieniowania pokazano na rysunku 1.

Przy badaniu wplywu parametrow, takich jak szerokosci falowodow A (wy) i B
(wg) oraz wartosci wzmocnienia gqw 1 absorpcji aqw, parametry te byly modyfi-
kowane z wykorzystaniem okreslonego kroku: 0,1 um dla wa i wg, 5 x 102cm™! dla
gqw oraz 1 x 103 cm~! dla aqw. Na wykresach poszczegolne punkty przedstawiaja
wyniki obliczeri, natomiast linie pokazuja przewidywane wartosci dla parametrow
z badanego zakresu.

4.1. Laser z pojedynczym falowodem grzbietowym

Kluczowym parametrem decydujacym o liczbie modéw poprzecznych w strukturze
SRW jest szerokosé falowodu grzbietowego. Rzeczywista i urojona czesé efektywnego
wspolczynnika zatamania neg, w zaleznosci od szerokosci falowodu, pokazane sa na
rysunku 4a i rysunku 4b. Dodatkowo, na rysunku 5 ukazane sg przestrzenne roz-
ktady modéw promieniowania dla struktury o szerokosci grzbietu 8,0 um, ktora jest
maksymalng szerokoscia falowodu, dla ktérej wykonano obliczenia.
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Rysunek 4. Rzeczywista (a) oraz urojona (b) czesé¢ efektywnego wspotczynnika
zalamania w zaleznosci od szerokosci falowodu grzbietowego w strukturze SRW, obliczone
dla gqw = 3000cm ™! oraz aqw = 3000 cm™!

Zrédto: opracowanie wlasne.
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Rysunek 5. Przestrzenne rozklady modéw promieniowania w strukturze SRW
z falowodem grzbietowym o szerokosci wa = 8,0 um, obliczone dla gqw = 3000 cm™ oraz
aqw = 3000 cm ™!
Zrédto: opracowanie wtasne.

Czgs¢ urojona efektywnego wspoélczynnika zalamania, neg 1m, jest proporcjonalna
do wzmocnienia modowego g, zgodnie ze wzorem:

4T
9m = Tneff,lm~ (21)
Jezeli jej wartosé jest dodatnia, oznacza to, ze dla danego modu wszystkie moz-

liwe straty optyczne sa réwnowazone przez wzmocnienie materialowe uzyskiwane
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w obszarze czynnym. Tym samym spelniony jest warunek osiagniecia progu akcji
laserowe;j.

W przypadku, gdy dla danej szerokosci falowodu moze istnie¢ wiele modow po-
przecznych, wartosé wzmocnienia materialowego decyduje o tym, ile z nich osiggnie
prog. W rzeczywistosci wzmocnienie materialowe zalezy od koncentracji no$nikow
wynikajacej z gestosci pradu elektrycznego, a emitowanie promieniowania laserowego
jest procesem silnie nieliniowym, w ktérym dominujaca role odgrywaja przestrzenne
i spektralne wypalanie no$nikow, co wplywa na liczbe modéw w widmie Swiatta
laserowego.

Niemniej jednak roéznice pomiedzy cze$ciami urojonymi efektywnych wspotezyn-
nikéw zatamania wyznaczonych dla poszczegélnych modéw mozna traktowaé jako
wskaznik réznic w pradzie wymaganym do osiagniecia progu akcji laserowej dla tych
modoéw. Z tego powodu zwiekszanie réznicy pomiedzy czedcia urojona efektywnego
wspolczynnika zatamania dla modu podstawowego (nes,im,0) & najwicksza wartoscia
tej wielkosci sposrdd tych dla kolejnych modoéw (neg m i) sprzyja pracy jednomodo-
wej. (W przyjetej tutaj notacji indeks ¢ jest dodatni dla modow wyzszego rzedu oraz
wynosi 0 dla modu podstawowego.)

Wyniki przedstawione na rysunku 4 ukazuja typowa zaleznosé [10,44], jaka mozna
otrzymaé¢ dla lasera krawedziowego z falowodem grzbietowym: wraz ze wzrostem
szerokosci falowodu rosnie liczba modéw poprzecznych w strukturze, a jednocze-
$nie zmniejszaja si¢ straty optyczne pomiedzy poszczegdlnymi modami. Z rysunku 4
wynika, ze praca wylacznie na jednym modzie mozliwa jest dla wa < 2,1 um, co
odpowiada progu odciecia modu TE?RW. Dla zalozonego wzmocnienia w obszarze
czynnym, ktére wynosi 3000 cm™!, mod TE?RW moze zostaé zaobserwowany w wid-
mie promieniowania juz dla wa = 2,4 pum. W przedziale 2,1 pm < wa < 3,4 pm mod
TE?RW moze pojawié sie w widmie dopiero przy wyzszych wartosciach wzmocnienia
w obszarze czynnym.

Aby opisa¢ zdolno$é¢ thumienia modoéw wyzszego rzedu, wprowadzona zostanie
wielkos$¢ nazwana separacja modow (ms), zdefiniowana jako réznica pomiedzy czescia
urojona efektywnego wspotczynnika zatamania modu podstawowego i czescia urojona,
modu o kolejnej najwyzszej wartosci dla tej wielkosci:

Mg = Neff,Im,0 — Meff,Im,i- (22)

Separacja modoéw pelni istotng role w analizie wynikow dla struktury DRW, a jej
wartosci dla struktury SRW beda traktowane jako punkt odniesienia. Z tego wzgledu
pokazano je dla réznych szerokosci falowodu grzbietowego na rysunku 6a.

Podstawowym czynnikiem decydujacym o wartosci réznic dla czesci urojonych
efektywnego wspoélczynnika zatamania dla réznych modéw jest to, jaka cze$é pola
optycznego przypada na silnie absorbujace obszary znajdujace sie w warstwie czyn-
nej poza apertura dla grzbietu A, gdzie zachodzi absorpcja miedzypasmowa. Dla-
tego w analizie tlumienia modéw uzyteczne jest wprowadzenie parametru opisuja-
cego, jaka czes¢ catkowitego pola optycznego w warstwie czynnej przypada na obszar
apertury A. Parametr ten, nazywany dalej wspotczynnikiem ograniczenia modu T,
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Rysunek 6. Separacja modéw (a) oraz wspotczynnik ograniczenia modu (b)
w zaleznosci od szerokosci falowodu grzbietowego w strukturze SRW, obliczone dla
gow = 3000cm~! oraz aqw = 3000 cm™!
Zrédto: opracowanie wtasne.

mozna wyrazi¢ poprzez stosunek natezenia §wiatta w czedci warstwy czynnej, ktora
przypada na obszar apertury A, do calkowitego natezenia swiatla w tym obszarze
warstwy czynnej, ktory zostal uwzgledniony w obliczeniach:

TA2
/ I(z)dx
TA1
T B
/ I(x)dx
Ts1

przy czym a1 1 T2 wyznaczaja odpowiednio lewsa i prawg krawedz falowodu A (przy
CzZym Tpa — TAL = WA), & Tgl 1 T2 Oznaczaja lewe 1 prawe granice calego obszaru

r= (23)

obliczeniowego. Funkcja I(z) opisuje natezenie Swiatta wzdluz osi z dla wartosci y
odpowiadajacej potozeniu srodka warstwy czynnej. Obliczone wartosci wspotczyn-
nika ograniczenia dla struktur SRW o réznych szerokosciach falowodu grzbietowego
przedstawiono na rysunku 6b.

Projektujac strukture DRW w oparciu o podejscie supersymetryczne, nalezy na
poczatku ustali¢ szerokosci falowodu A i obliczy¢ dla niej efektywne wspotezynniki
zatamania wszystkich modow. Nastepny krok polega na wyznaczeniu szerokosci fa-
lowodu B, ktérego obecnos$¢ pozwoli na znalezienie modu bedacego odpowiednikiem
modu wyzszego rzedu z falowodu A. W przypadku dazenia do uzyskania jak najwyz-
szej mocy emitowanego promieniowania przez strukture DRW, nalezy poszukiwaé
najwiekszej szerokosci falowodu A. Z uwagi na to, ze celem niniejszej pracy jest je-
dynie przyblizenie tematu podejscia supersymetrycznego, obliczenia dla struktury
DRW zostang przedstawione dla przyktadowej szerokosci wa = 3,5 um. Dla tej sze-
rokosci falowodu A, w oparciu o rysunek 4a, wybrana zostata szerokosé¢ falowodu
wp = 1,3 um, ktoéra bedzie uwzgledniona w wiekszosci obliczeri dla struktury DRW,
opisanych w czesci 4.2 (Laser z podwojnym falowodem grzbietowym).
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Przedmiotem analizy bedzie réwniez wplyw wartosci wzmocnienia gqw i absorp-
cji aqw w warstwie czynnej na mozliwo$¢ sprzezenia modéw. Wartosci tych para-
metréw sa powiazane z wartoscig czesci urojonej wspotczynnika zalamania, przez

co ich zmiany moga wplywaé¢ na wartosci efektywnych wspotczynnikow zatamania
poszczegdlnych modow.
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Rysunek 7. Rzeczywista czesé efektywnego wspolezynnika zatamania w zaleznosci od
wzmocnienia (a) oraz absorpcji (b) przyjetych w warstwach ze studniami kwantowymi
w strukturze SRW z falowodem grzbietowym o szerokosci 3,5 pm, obliczone dla
gow = 3000 cm ™! oraz agqw = 3000 cm™*
Zrédto: opracowanie wtasne.
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Rysunek 8. Urojona czesé efektywnego wspolczynnika zatamania w zaleznosci od

wzmocnienia (a) oraz absorpcji (b) przyjetych w warstwach ze studniami kwantowymi
w strukturze SRW z falowodem grzbietowym o szerokosci 3,5 wm, obliczone dla

aqw = 3000cm™! (a) oraz gqw = 3000cm™! (b)
Zrédto: opracowanie wlasne.

Na rysunku 7a i rysunku 7b pokazany zostat wplyw zmian przyjetych wartosci

wzmocnienia i absorpcji na cze$é rzeczywista efektywnego wspotezynnika zatamania.
Jak mozna zauwazy¢, wplyw ten jest znikomy, nawet pomimo tego, ze réznice pomie-
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dzy maksymalna a minimalng wartoscig wzmocnienia i absorpcji wynosza odpowied-
nio 5000 cm™! i 10000 cm™!. Zmiany przyjetych wartosci wzmocnienia i absorpcji
wplywaja jednak wyraZnie na cze$¢ urojona wspolczynnika zatamania (rysunek 8a
i rysunek 8b). Z tego powodu, przy projektowaniu struktury DRW w oparciu o po-
dejscie supersymetryczne, mozna przyjaé, ze zmiany czesci urojonej wspotcezynnika
zalamania nie wplywaja znaczgco na wybor optymalnych szerokosci falowodow.

4.2. Laser z podwéjnym falowodem grzbietowym

W tej czesci przedstawione zostang wyniki dla struktury DRW, dla ktorych zbadany
zostanie wplyw szerokosci falowodu B, a takze parametréw warstwy czynnej, na wiel-
kosci takie jak efektywne wspolczynniki zalamania, separacje modow czy wspodtezyn-
niki ograniczenia. Struktura wyjsciowa bedzie struktura z falowodem A o szerokosci
wa = 3,5 um i falowodem B o szerokosci wp = 1,3 um, ale rozwazane beda struktury,
gdzie szerokosé falowodu B miesci sie w przedziale od 0,1 um do 2 um. Wszystkie
obliczenia wykonano dla odlegtosci miedzy falowodami wynoszacej dag = 0,1 pm.
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Rysunek 9. Rzeczywista (a) i urojona (b) czesé¢ efektywnego wspolezynnika zatamania
oraz wspoélczynnik ograniczenia modu (¢) w zaleznosci od szerokosci falowodu grzbietowego
B w strukturze DRW z falowodem grzbietowym A o szerokosci 3,5 pym obliczone dla
gow = 3000 cm~ i agqw = 3000 cm~ !

Zrédto: opracowanie wlasne.
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Na rysunku 9a i rysunku 9b przedstawiono wplyw zmiany szerokosci falowodu
B na czesci rzeczywista 1 urojona efektywnego wspolezynnika zalamania, natomiast
na rysunku 9c pokazany zostal wpltyw szerokosci falowodu B na wspoétczynnik ogra-
niczenia I". Wartosé tego wspolczynnika pozwala na jednoznaczne wskazanie, gdzie
sa zlokalizowane mody. W przypadku, gdy wp dazy do zera, wyniki dla struktury
DRW 2z rysunku 9 staja sie¢ zblizone do wynikéw dla struktury SRW o szerokosci
wp = 3,5 um, przedstawionych na rysunku 4 i rysunku 6. Dla wp = 0 um struktura
DRW sprowadza sie do struktury SRW, a na aperture o szerokosci 3,5 pm przypadaja
jedynie dwa mody (rysunek 10a). Separacja pomiedzy tymi modami jest stosunkowo
niewielka (patrz: rysunek 4b), co moze prowadzi¢ do wzbudzenia modu wyzszego
rzedu.

Na drugim krancu rozwazanego przedziatu dla wp szerokosé falowodu B wynosi
prawie 2 pm. W takim przypadku rozklady modéw promieniowania sa prawie catko-
wicie ograniczone do falowodu A lub falowodu B, a sprzezenie pomiedzy tymi modami
jest niewielkie (rysunek 10c). Obecnogé dwoch modéw ograniczonych do falowodu A
przeklada sie na niewielks separacje pomiedzy nimi (rysunek 4b), przez co mozliwe
jest wzbudzenie w takiej strukturze modu wyzszego rzedu.
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Rysunek 10. Przestrzenne rozklady modoéw promieniowania w strukturze DRW
z falowodem grzbietowym A o szerokosci 3,5 um i falowodem grzbietowym B o szerokosci
0,1 pum (a), 1,3 pm (b) i 1,9 pm (c) obliczone dla gqw = 3000cm™! i aqw = 3000 cm ™!
Zrédto: opracowanie wlasne.

Aby rozwiazaé problem ewentualnego wzbudzania modéw wyzszego rzedu w struk-
turze DRW, gdzie niewielka separacje modéw obserwuje sie zaréwno dla bardzo ma-
tych, jak i duzych wartosci wg, zbadany zostal przypadek, w ktérym falowéd B ma
szeroko$¢ wp = 1,3 um. Jak wynika z rysunku 9b, szeroko$é¢ ta powinna by¢ bliska
warto$ci optymalnej dla uzyskania efektu supersymetrii. W rozwazanej strukturze
DRW czeéci rzeczywiste efektywnych wspoélezynnikéw zatamania neg ge dla modow
TEPRW i TEDPRW zblizaja sie do siebie (rysunek 9a), gdy wg dazy do 1,4 wum, a
minimalna réznica pomiedzy nimi wynosi wtedy 8,3 x 10™%. Z kolei czesci urojone
wspOtczynnikow neg m (rysunek 9b) oraz wspoétczynniki ograniczenia modow I' (ry-
sunek 9¢) przecinaja si¢ dla wg = 1,3 um. Dla tej szerokosci falowodu B sprzezone
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mody maja podobne rozklady pola promieniowania (rysunek 10b) i przestaja by¢
ograniczone do jednego falowodu. Dla wp = 1,3 um efektywne wspolezynniki za-
tamania modow TEPEW i TEPEW maja niemal rowne czeéci urojone (rézmica to
2,0 x 10*5)7 a roznica pomiedzy ich czeSciami rzeczywistymi jest prawie najmniejsza.
Straty optyczne, wynikajace z ujemnej czesci urojonej efektywnego wspodltczynnika
zalamania (Nef,im,1 1 Neff,Im,2), OSiagaja maksimum dla obu tych modéw, podczas
gdy czesé urojona efektywnego wspotczynnika zatamania dla modu podstawowego
Neff, 1m0 jest dodatnia (rysunek 9b), co wskazuje na mozliwosé¢ uzyskania akcji lase-
rowej. Co wigcej, mod TEY®W | zlokalizowany w falowodzie A, nie ulega istotnym
zmianom przy modyfikacji grubosci falowodu B w badanym zakresie. Maksymalna
wzgledna zmiana wspotczynnika ograniczenia dla tego modu, przyjmujac wartosé ob-
liczong dla wg = 1,3 um jako punkt odniesienia, wynosi jedynie 0,82 %. Umozliwia
to stabilng prace z jednym modem poprzecznym oraz uzyskanie wyzszej mocy emi-
towanego promieniowania dzieki zastosowaniu szerszego falowodu i wykorzystaniu
supersymetrii.

W czesei 4.1 (Laser z pojedynczym falowodem grzbietowym) do opisu ttumienia
moddéw wyzszego rzedu wprowadzona zostata wielkosé zwana separacja modow. Poni-
zej znajduje sie definicja innej wielkosci, ktora moze petni¢ podobna role. Wielkosé ta
bedzie nazywana wzgledna separacja modow (ms,) i jest zdefiniowana nastepujacym
wzorem:

Mgr = Mg — Mgwp (24)

gdzie mg 4, oznacza separacje modow obliczong dla struktury SRW o szerokosci
grzbietu wa. W odrdznieniu od separacji modéw, wzgledna separacja modow bezpo-
$rednio informuje o stopniu poprawy w ttumieniu modéw wyzszego rzedu, wykorzy-
stujac jako punkt odniesienia wynik dla struktury SRW.

Zaleznosé wzglednej separacji modow dla struktur DRW z szerokoscia falowodu A
réwna wa = 3,5 pm od szerokosci falowodu B przedstawiono na rysunku 11. Najwiek-
sza wartos¢, mg = 3,5, uzyskano dla wg = 1,3 pm. Rysunek 11 pokazuje rowniez, ze
me > 1 dla wszystkich rozwazanych tu wartosci wg, co oznacza, ze ttumienie moddw
wyzszego rzedu w konfiguracji DRW jest silniejsze niz w strukturze SRW o tej samej
szerokosci falowodu A. Mozliwa jest dalsza optymalizacja struktury DRW pod katem
uzyskania jeszcze wyzszych wartodci myg,, jednak symulacja polegajaca na jednocze-
snej modyfikacji szerokosci obu falowodéw wymaga znacznie wigkszej liczby obliczen
i nie zostala przeprowadzona w ramach niniejszej pracy.

Wplyw wartosci parametrow warstwy czynnej (wzmocnienie i absorpcja), podob-
nie jak dla struktury SRW, zostal réwniez zbadany w przypadku struktury DRW.
Do obliczeri opisanych w tej czesci pracy wybrana zostata struktura z wa = 3,5 pm
iwp =1,3 um.

Na rysunku 12a pokazano, ze dla wzmocnienia z zakresu od 0 cm™! do 5000 cm—!
wspotezynnik ograniczenia modu TEFRW wynosi ponad 90 %, podczas gdy dla mo-
dow TEP®W i TEPEW (oznaczenia modow wynikaja z rysunku 12b) wynosi on okoto
50 %. Skutkuje to wyraznie mniejszymi wartociami czedci urojonych efektywnego
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Rysunek 11. Wzgledna separacja modéw w zaleznosci od szerokosei falowodu
grzbietowego B w strukturze DRW z falowodem grzbietowym A o szerokosci 3,5 pum,
obliczona dla gqw = 3000 cm~! oraz aqw = 3000 cm™!

Zrédto: opracowanie wlasne.
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Rysunek 12. Wspotezynnik ograniczenia modu (a), rzeczywista (b) i urojona (c) czesé
efektywnego wspodlezynnika zalamania oraz wzgledna separacja modow (d) w zaleznosci od
wzmocnienia przyjetego w warstwach ze studniami kwantowymi w strukturze DRW
z falowodem grzbietowym A o szerokosci 3,5 um i falowodem grzbietowym B o szerokosci
1,3 um, obliczone dla aqw = 3000 cm™!

Zrédto: opracowanie wlasne.
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wspolezynnika zalamania dla obu tych modoéw (rysunek 12c¢). Wraz ze wzrostem
wzmocnienia obserwowane sa jedynie niewielkie zmiany wspoélczynnika ograniczenia
dla modéw TE?RW i TEQDRW7 co oznacza, ze ich przestrzenne rozkltady pozostaja zbli-
zone, a dyskryminacja modéw nie ulega wyraznemu ostabieniu. Separacja modow dla
struktury DRW jest wyraznie wieksza niz w przypadku struktury SRW o tej samej
szerokosci falowodu A (rysunek 12c). Obliczenia wskazuja rowniez, ze wzgledna se-
paracja modow (rysunek 12d) rosnie wraz ze wzmocnieniem i dla ggw = 5000 cm ™!
osigga wartosé 3,56.
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Rysunek 13. Wspolczynnik ograniczenia modu (a), rzeczywista (b) i urojona (c) czesé
efektywnego wspolezynnika zalamania oraz wzgledna separacja modéw (d) w zaleznosci od
absorpcji przyjetej w warstwach ze studniami kwantowymi w strukturze DRW z falowodem

grzbietowym A o szerokosci 3,5 pm i falowodem grzbietowym B o szerokosci 1,3 pum,

obliczone dla gqw = 3000 cm™!
Zrédto: opracowanie wlasne.

Wplyw drugiego z parametréow opisujacych warstwe czynng, absorpcji, na war-
tos¢ wspotczynnika ograniczenia modu ukazany jest na rysunku 13a. Dla catego prze-
dziatu wartosci absorpcji wybranego do obliczenn wspotczynnik ograniczenia wynosi
ponad 90 % dla modu TEODRW, podczas gdy dla modow TE{)RW iTE];RW (oznaczenia
modéw wynikaja z rysunku 13b) wynosi okoto 50 % dla absorpcji od 0 cm™! do okoto
5000 cm™!, po czym nastepuja wyrazne zmiany w przestrzennych rozktadach modow
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Rysunek 14. Przestrzenne rozktady modéw promieniowania w strukturze DRW
7z falowodem grzbietowym o szerokosci 3,5 um i falowodem grzbietowym B o szerokosci
1,3 um, obliczone dla gqw = 3000 cm™! oraz aqw = Ocm ™! (a) oraz gow = 3000 cm ™!

i aqw = 10000cm™" (b)
Zrédto: opracowanie wtasne.

wyzszego rzedu (rysunek 13a) i dochodzi do sytuacji, gdy zamiast rozktadéw promie-
niowania ukazujacych sprzezone mody wyzszego rzedu (rysunek 14a) obserwuje sie
takie ich rozklady, gdzie mody te sg prawie calkowicie ograniczone do falowodu A
lub falowodu B (rysunek 14b).

Stosujac pojecie znane z literatury poswieconej supersymetrii, mozna uzy¢ tu po-
jecia ,zlamanie symetrii”. Roznica pomiedzy cze§ciami urojonymi efektywnego wspot-
czynnika zatamania dla struktury DRW jest wieksza niz w przypadku struktury SRW
o tej samej szerokosci falowodu A (rysunek 13c) dla wszystkich rozwazanych warto-
$ci absorpcji, przy czym dla absorpcji powyzej 8000 cm™! separacja modow zaczyna
wyraznie si¢ zmniejszaé, co przeklada sie na spadek wartosci wzglednej separacji
modéw (rysunek 13d) z wartosci 3,5 (dla aqw od Ocm™! do 7000 cm™!) do 2,3 (dla
aqw = 10000 cm™1).

5. PODSUMOWANIE

W niniejszej pracy przedstawiono wyniki symulacji komputerowej azotkowych lase-
row o emisji krawedziowej, w ktorych zastosowano podejécie supersymetryczne. Po-
lega ono na rozszerzeniu typowej struktury z pojedynczym falowodem grzbietowym
A o dodatkowy falowod B, pelnigcy role supersymetrycznego partnera falowodu A.
Dla takiej konfiguracji przeanalizowano wplyw szerokosci falowodu B na tlumienie
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modéw wyzszego rzedu. Dodatkowo zbadano wplyw wzmocnienia i absorpcji w war-
stwach studni kwantowych na parametry opisujace sprzezenie pomiedzy modami
wyzszego rzedu.

Uzyskane wyniki wykazaly, ze zastosowanie struktury z dwoma falowodami o od-
powiednio dobranych szerokosciach pozwala na silng dyskryminacje modéw, co umoz-
liwia stabilng prace w trybie pojedynczego modu poprzecznego nawet w przypadku
szerszych obszarow czynnych. Parametr zwany wzgledna separacja modow, uzyty do
poréwnania badanych laseréw, osiagnat w strukturze DRW wartosé¢ okoto 3,5, co
oznacza separacje modéw ponad trzykrotnie wieksza niz w strukturze SRW (struk-
turze referencyjnej z pojedynczym falowodem grzbietowym) o tej samej szerokosci.
Wynik ten czyni strukture DRW obiecujacym rozwiazaniem w projektowaniu przy-
rzadéw przeznaczonych do pracy przy wysokiej mocy optycznej. Co wiecej, przepro-
wadzone obliczenia stanowia punkt wyjscia do dalszych badan nad efektem supersy-
metrii w strukturach azotkowych, ktére moga objaé¢ m.in. analize wptywu odleglosci
miedzy falowodami, gtebokosci trawienia czy niejednorodnego rozktadu temperatury
w strukturze laserowej, a takze wplywu dodania trzeciego falowodu grzbietowego C
po przeciwnej stronie niz falowod B.
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