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ROWNANIA TRZECIEGO STOPNIA
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W artykule dyskutujemy przydatnosé rownan trzeciego stopnia w izyce poziomu
szkoty sredniej i pierwszego roku studidw wyzszych technicznych. Doswiadczenia
dydaktyczne wskazujq, ze metody rozwigzywania takich réwnarn nie sq szczegd-
towo przedstawiane uczniom i studentom. Ten stan rzeczy usprawiedliwia sie
twierdzqc, ze rownania trzeciego stopnia pojawiajq sie raczej w zaawansowa-nych
zagadnieniach. Polemizujemy z tq tezq analizujgc dwa, do$é elementarne
przyktady.

Keywords: rownania stopnia trzeciego, réwnania szescienne, wzory Cardano.

1. WSTEP

1.1. Réwnania trzeciego stopnia

Ogolne rownanie stopnia trzeciego ma postac,

ar® +bz® +cx +d =0, (1)

gdzie a, b, ¢ i d to wspolezynniki rzeczywiste badz zespolone, a x to zmienna (réwniez
rzeczywista, badz zespolona). Zaktada sie, ze wspotczynnik a # 0, w przeciwnym razie
rownanie (1) staje sie rownaniem stopnia drugiego, ktérego sposoby na rozwiazanie
znane byty od starozytnosci.

Historia réwnan trzeciego stopnia siega zamierzchlej historii starozytnego Babilonu,
Egiptu i Grecji [1]. Jednak dopiero w XVI wieku udalo si¢ skompletowaé metode ich roz-
wiazywania. Zawdzieczamy to wybitnym matematykom tamtych czasow, wsrod ktorych wy-
mienié¢ nalezy takich uczonych, jak: Scipio del Ferro, Antonio Mario Fiori, Niccolo Tartaglia
i Girolamo Cardano. Fascynujacej historii odkrycia sposobu na rozwiazywanie rownan trze-
ciego stopnia, matematycznych ,pojedynkéow na zadania”, przekazywanych w zaufaniu for-
mul i - wreszcie - ,zdrady”, o jaka Cardano zostal przez Tartaglie oskarzony, nie bedziemy tu
przytaczaé. Zainteresowanych odsytamy do tresciwego bloga P. Gladkiego [2].

Nie bedziemy w szczegdlach przedstwia¢ algorytmu, ktéry pozwala na znalezienie
wszystkich pierwiastkow rownania trzeciego stopnia (wiadomo, ze kazde rownanie
trzeciego stopnia ma przynajmniej jeden pierwiastek rzeczywisty). Przypomnijmy
jedynie, ze przez podstawienie: b

T=y-= o (2)
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réwnanie (1) redukuje si¢ do tzw. postaci kanonicznej Cardano:

2 3
3 c b 2b d be

=3py+2q —3pi=-—— 2=t — 3
v =3y +20, 3pi= - o 200= oo m b o= s 3)

Rownanie (3) moze by¢ rozwiazane przy pomocy tzw.: wzoru Cardano

y=f/q+m+</qu (4)

Szczegotowa dyskusje stosowalnosci wzoru (4) mozna znalezé w wielu pozycjach, np. w [3].

Wzor Cardano (4) pozwolil Rafaelowi Bombelliemu odkryé liczby zespolone (Algebra,
1572), ktorych obecna rola w matematyce i fizyce jest nie do przecenienia. Ot6z Bombelli
zauwazyl, ze nawet gdy ¢ — p? < 0, mozna ze wzoru Cardano uzyskaé¢ rozwiazanie rzeczy-
wiste. Bombelli postuzyl sie przykladem 2® = 15z 4 4. Latwo odgadnaé, ze liczba 4 jest
rozwiazaniem tego rownania. Jednak wzor Cardano daje

r=v2+11li + V2 — 114, (5)

gdzie 2 = —1. Bombelli zaproponowal algebraiczne reguly operacji na liczbach, ktore dzis
nazywamy zespolonymi. Otrzymal

V24+11i =2+, V2—11i=2—1i, (6)

co w konsekwencji daje x = 4. W taki sposob odkryto liczby zespolone.

Zauwazmy jeszcze, iz posrod wszystkich rownan wielomianowych, ogolne metody ich roz-
wiazywania mozliwe sa do sformutowania jedynie dla stopni < 4. Rozwiazan réwnan stopnia
piatego i wyzszych nie da sie juz niestety okresli¢ w skoniczonej liczbie krokéw, bazujacych
na wzorach zbudowanych ze wspotczynnikow rownania i wykorzystujacych cztery podstawo-
we dzialania arytmetyczne oraz pierwiastki stopni naturalnych. Dowodu tego niezwyklego
faktu dostarcza tzw. twierdzenie Abela-Ruffiniego, szeroko oméwione np. w [4].

1.2. Rownania szescienne w dydaktyce fizyki i matematyki

Doswiadczenia zebrane przez autoréw w trakcie pracy nauczyciela akademickiego dowodza,
ze zagadnienie rownan szesciennych (jak i réwnan czwartego stopnia), nie jest zagadnieniem
szeroko poruszanym na ¢wiczeniach z matematyki i fizyki. Ré6wnania wielomianowe stopni
wyzszych niz drugi rozwiazywane sa juz raczej na ¢wiczeniach z metod numerycznych, gdzie
odpowiednie pierwiastki znajduje si¢ np. przy pomocy metody Newtona-Raphsona. Podejscie
takie usprawiedliwia sie twierdzac, ze réwnania szeScienne nie pojawiaja sie w zagadnieniach
fizycznych poruszanych na lekcjach w szkole §redniej i na wykladach na pierwszych latach
studiéw technicznych.

Nie jest to prawda. Faktycznie, problemy wymagajace umiejetnosci rozwiazywania row-

nan stopnia trzeciego nie sa powszechne, ale z cala pewnoscia wystepuja i to w zagadnieniach,
ktorych fizyczne p odstawy nie wykraczaja p oza zakres szkoly $redniej.
Jednym z najprostszych i najbardziej klasycznych probleméw, w ktorym naturalnie poja-
wia sie rownanie sze$cienne, jest zagadnienie dwoch, zawieszonych naprzeciwko siebie, jed-
noimiennie natadowanych kul. Odpowiednie zadania mozna znalez¢ np. w kultowych juz
pozycjach pod redakcja M.S. Cedrika [5] i [6]. Sciste rozwiazanie takiego zagadnienia przed-
stawiamy w paragrafie 2.1. Bardziej wyrafinowanego przyktadu dostarcza zagadnienie ruchu
ciala w polu grawitacyjnym przy obecnosci statych sit oporu powietrza — opisujemy je w para-
grafie 2.2.
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Wspomnijmy jeszcze, ze z rownaniem wielomianowym trzeciego stopnia spotkamy sie
takze na gruncie termodynamiki. Omawiane na pierwszym roku studiéow technicznych tzw.
rownanie Van der Waalsa stanu gazu rzeczywistego, zapisywane dla jednego mola tradycyjnie
w nastepujacy sposob:

a
(p + W) (Vi —b) = RT, (7)

mozna przeciez przeksztalci¢ do postaci:
pVi3 — (bp + RT)V2 + aV,, — ab = 0. (8)

Jest ono zatem réwnaniem wielomianowym trzeciego stopnia ze wzgledu na objetosé molowa.
Biorac pod uwage rzad wielkosci empirycznych wspolezynnikow a i b [7] oraz realne warto-
$ci ciSnienia p i temperatury 7', otrzymamy zawsze jedno rozwiazanie rzeczywiste takiego
rownania (z uwagi na dodatni wyréznik postaci kanonicznej). Mamy zatem np. mozliwosé
obliczenia analitycznie objetosci molowej gazu dla innych niz normalne warunkoéw cisnienia
i temperatury.

2. PRZYKLADY

2.1. Zadanie 1: dwie natadowane kulki

Klasyczny problem, w ktérym pojawia sie rownanie trzeciego stopnia, to problem dwoch
natadowanych cial. Rozwazmy dwie mate metalowe kulki o jednakowych masach m powie-
szone na niciach o dlugosci [, zaczepionych w tym samym punkcie. Kulki te poczatkowo
stykaja sie ze soba. Nastepnie dostarczamy im tadunek elektryczny 2q, ktory rozkltada sie na
nich po réwno, a w efekcie odpychanie kulombowskie rozdziela kulki tworzac z ich srodkow
i punktu zawieszenia trojkat rownoramienny o podstawie z (rysunek 1). Zadanie polega na
znalezieniu wspomnianej odlegtosci z, na jaka kulki oddala si¢ od siebie.

W uproszczonym wariancie opisywanym przez Cedrika [5] przyjmuje sig, ze kat rozwarcia
nitek jest bardzo maty, wskutek czego otrzymuje sie trywialne réwnanie trzeciego stopnia

o rozwigzaniu
2klg?
v={| =L, (9)
mg

gdzie k to ,stala” elektrostatyczna, zas g to przyspieszenie ziemskie. W wariancie ,,bezkom-
promisowym” na podstawie rysunku 1 znajdujemy zwiazki:

. x kq®
sinf = 5 tgl = mga?’ (10)

Eliminujac z nich nastepnie kat 6 otrzymujemy réwnanie:
m2g2aS + E2¢* (2?2 — 41%) = 0, (11)
ktore mozna przeksztalci¢ do postaci:

2,274
myl (12)

ay +y—4=0, (1::]627q47 V=3

Rownanie (12) ma jedno rzeczywiste rozwiazanie bez wzgledu na wartos¢ parametru a (jest
to fizycznie jasne, jako ze przedstawione zagadnienie moze mie¢ tylko jedno rozwiazanie).
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Rysunek 1. Dwie odpychajace sie kulki: Q — ciezar kulek, Fc — sita kulombowskiego odpychania
miedzy nimi, FN — sita naciagu nici. W stanie réwnowagi wypadkowa sil dzialajacych na kulke
Wynosi zero
Zrédio: opracowanie wlasne.

Uzywajac do jego rozwiazania dostepnych online narzedzi (np. [8]), dostajemy:

/1842 + v/3v/108a* + a3 1
y = - —_ - B .
a9 ¥/33/18a2 + v/3v/108a% + a3

Nie majac dostepu do narzedzi bazujacych na pakietach do obliczen symbolicznych, uzy-
skanie rozwiazania (13) — bez znajomosci wzoru Cardano — jest praktycznie niemozliwe.

(13)

1
Jedli jednak znamy wzér Cardano, poréwnujac (3) z (12) tatwo zauwazy¢, ze 3p = —— oraz
a

4
2q = —. Z (4) dostajemy
a

_fz, [AT G2 [ 1)
Y=\ a?  27a3 a a?  27a3

Oczywiscie rozwiazania (13) 1 (14) sa tozsame, co latwo sprawdzi¢. Wracajac do podstawienia
ze wzorow (12) otrzymujemy odleglosé miedzy kulkami:

V/18a2 + v/3v/108a + 3 1 (1)
- o)
av/9 V33/18a% + v/3v/1084* + a®

r=1

2.2. Zadanie 2: pionowy ruch matej kulki w polu grawitacyjnym ze stalymi
oporami powietrza
W poprzednim przykladzie rownanie trzeciego stopnia (12) zalezalo od jednego parametru

rzeczywistego a, ktory mogt przyjmowaé¢ dowolne wartosci dodatnie. Na réwnanie trzecie-
go stopnia, zalezne jedynie od ustalonych wspolczynnikéow, natykamy sie przy rozwazaniu
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zagadnienia ciala wyrzuconego pionowo w gore w polu grawitacyjnym przy obecnosci sta-
tych sil oporu (pominmy dyskusje, czy stala sila oporu powietrza zdarza si¢ w realnych
sytuacjach).

Sformutujmy zagadnienie: napisz rownania na predkosé i droge podczas ruchu ,,w gore”
i ,w dol” dla ciala wystrzelonego pionowo do gory z predkoscia poczatkowa o wartosci vo;
wyznacz czas wznoszenia i opadania, predkosé¢ w chwili uderzenia o podloze i maksymalna
wysokos¢, na ktora ciato sie wzniosto. Zadanie rozwiaz w dwoch przypadkach:

e przy braku oporéw powietrza,

e jesli opory powietrza przyjmuja stala wartosé.

W drugim przypadku przebadaj zaleznosé catkowitego czasu ruchu oraz wartosci predkosci
od wartosci sily oporu powietrza.

2.2.1. Ruch bez oporu

Rozwazmy mjpierw przypadek bez oporu (rysunek 2 z F=0).

W perwszej fazie ruchu ,w gore” rownanie II zasady dynamiki Newtona ma postaé¢ ma,=—mg
z warunkami poczatkowymi s(0) =0, v4(0) =vo. W drugiej fazie ruchu "w dot" mamy maq=mg
o raz warunki po czatkowe s(0) =0, v4(0) =0. Ruch jest ruchem jednostajnie zmiennym i tatwo
znajdujemy zaleznosci:*

vg(t) = vo — gt; va(t) = gt . (16)
t? t
sq¢(t) = vot — 92 ; sq(t) = %%

Kiedy cialo osiaga maksymalna wysoko§é Hy, jego predkosc spada do zera. Oznaczajac przez
ty czas wznoszenia, znajdujemy zaleznosci:
¢ (%) ’U(Q)
= 0=75;
Ty 29
W drugiej fazie ruchu, czyli w trakcie opadania w dol, cialo ma poczatkowa predkosé
réwna, zero. Spada z wysokosci, na ktora wezesniej sie wzniosto, czyli z Hy. Czas opadania
tq znajdujemy zatem z warunku sq(tq) = Ho, otrzymujac:

- IQgﬂ. (18)

Wykorzystujac zaleznosci (17) dostajemy

(17)

ty = ta. (19)
Predkosé uderzenia o podloze vy = v4(tq), czyli
Vg = p. (20)

Predko$¢ uderzenia o podloze jest zatem rowna predkosci, z jaka cialo zostalo wystrzelone.
To zrozumiale, jako ze brak oporéow implikuje brak strat energii. Oznaczmy czas wznoszenia
i czas opadania w przypadku braku oporéw przez ty. A zatem

to = 2 =, =t (21)

4 Bedziemy uzywa¢ indekséw ,,g” dla oznaczenia wielkosci w trakcie ruchu ,,w gore” oraz ,,d” dla ruchu ,w dét”.
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F (sita oporu)

Q=myg Q=myg
H F (sila oporu) H
w dot”
?}0 »
\4 A\
»w gore” U,
Rysunek 2. Ruch ciala w gére i w dot
Zrédlo: opracowanie wlasne.
Calkowity czas ruchu
te =ty +tq = 2t (22)

2.2.2. Ruch ze stalym oporem

Rozwazmy teraz sytuacje, w ktorej oprocz sity ciezkosci dziata sila oporu o statej wartosci
F > 0, takiej same]j podczas obu etapow ruchu (i zawsze przeciwnie skierowanej do chwilowej
predkosci ciala). Réwnania ruchu maja teraz postac:
mag=-mg—F = a;=—-g(1+2) (23)
mag=mg—F = aq=g9(1—-21),

gdzie oznaczyliSmy x := —. Zauwazmy, ze sita oporu musi by¢ mniejsza od ciezaru cia-
m

ta. W przeciwnym razie w trakcie spadania ciala mogloby dojsé¢ do niefizycznej sytuacji,
w ktorej cialo pozostaloby nieruchome (lub w najlepszym przypadku spadato ruchem jed-
nostajnym). Zakladamy zatem, ze F' < mg, czyli x < 1. Oczywiscie, z > 0.

Stosujac rownania (23) znajdujemy

vg(t) = vo — (1 +z)gt; va(t) = (1 - 2)gt, (20)
5¢(t) = vot — (1+x)§; sat) = (1 _x)g;

Podobnie jak w przypadku ruchu bez oporu, latwo znajdujemy czas wznoszenia, wiedzac,
ze vy(tg) =0, co daje:

Vo to
. — , 25
9 g(l + 1,) 1 + ( )
Po czasie t, cialo wznosi si¢ na wysokos$¢ H = s4(t,), czyli:
1 03 H
H= % _ _Fo . (26)

71+x571+x

10
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tc(x)vtﬂ

) o=ty
R Ry 1 — 22

3.5

2.5

s 29 = (0,39661 ; 1,80536)

Ty 1/\/5 1 T

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 1.1

Rysunek 3. Wykres funkeji te(x)
Zrédlo: opracowanie wiasne.

Aby wyznaczy¢ czas opadania, wykorzystajmy fakt, ze sq(tq) = H, skad otrzymujemy

) to

Cgvl—22 J1-—2a?

Cialo uderza o podloze z predkoscia v, = vq(tq), co daje:

1—2
'Uk:UO\/1+I~ (28)

Zauwazmy, ze ty < to < tq. Dokladniej, zachodzi relacja

1+z
te=ty\/ T (29)

Czas catkowity wyraza sie z kolei wzorem:

ta (27)

te(z) =t ! + ! (30)
(z) = —t—.
¢ “\1+z V1—a2
Wykres funkcji t.(z) jest przedstawiony na Rysunku 3.

Z wykresu funkcji t.(z) widzimy, ze dla pewnej wartodci zmiennej z czas catkowity jest
taki sam, jak w przypadku ruchu bez oporéw. Aby znalezé¢ te warto$é, musimy rozwiazaé

rownanie t, = 2tg, ktore daje:
z(1-22%) =0 (31)

11
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v(t)
Vo
0, 657300 +.. / minimalny czas catkowity
|

(\/5 — 1)1}0 N
\
\
\

\
( . \/5) to to 1,8054t, 2t
Rysunek 4. Wykres predkosci w funkcji czasu v(t)
Zrédto: opracowanie wlasne.
Rownanie to ma trzy rozwiazania, z ktérych pierwsze x = ——— nie ma sensu fizycznego,

drugie x = 0 odpowiada oczywistemu przypadkowi ruchu bez oporéw, a trzecie, najbardziej

2 2
nas interesujace, to x = ——. Zatem, jesli sila oporu ma wartos¢ F' = 5 ™y, czas ruchu

jest doktadnie taki sam, jak w przypadku braku oporow. Oczywiscie w takim przypadku
cialo wznosi sie na wysoko$é nizsza niz Hp, a dokladniej rowna Ho(2 — v/2), oraz uderza
w podtoze z predkoscia (vV/2 — 1)vy.

Teraz rozwazmy zagadnienie, ktore doprowadzi nas do réwnania trzeciego stopnia. Za-
uwazmy, ze funkcja t.(z) ma minimum. Istnieje zatem taka wartosé sity oporu, dla ktorej
catkowity czas ruchu jest najkrotszy. Minimum funkcji ¢.(z) znajdziemy przyrownujac do
zera jej pochodna. Dostajemy réwnanie:

22° — 22 + 32— 1 =0. (32)

Rownanie to ma jeden pierwiastek rzeczywisty, rowny

3
o= L (14 VALIVIE ’ ~ 0, 39661. (33)

3 z ¢/2(4 + 3v/78)

Jest to interesujacy wynik: jesli sita oporu wynosi F' ~ 0,39661mg, catkowity czas ruchu
jest najkrotszy. Dokladniej, dla x = 2y mamy:

ty ~ 0,71602t0, tq~1,08934ty, t.~ 1,80534tg, vy ~0,6573vy, H ~ 0,71602H, (34)

Na rysunku 4 przedstawiony jest wykres wartosci wektora predkosci w funkcji czasu dla
kilku réznych wartosci parametru x.

12
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3. PODSUMOWANIE

Opisane w paragrafach 2.1 1 2.2 przyktady pokazuja, ze rownania sze$cienne pojawiaja sie na-
wet w prostych zagadnieniach fizycznych. Problem dwoch odpychajacych sie kul to zadanie —
na poziomie fizyki zagadnienia — stopniem trudnosci nie wykraczajace poza ramy programu
szkoty sredniej. Jednak nawet takie zadanie stawia przed rozwigzujacym je uczniem réwna-
nie stopnia trzeciego. Bez znajomosci metody analitycznej lub bez dostepu do pakietow do
obliczeri symbolicznych znalezienie rozwiazania (15) przez ucznia szkoly sredniej lub nawet
przez studenta pierwszego roku studiéow technicznych jest, naszym zdaniem, niemozliwe. Po-
dobnie jest z rozwiazaniem (33) bardziej wyrafinowanego problemu minimalnego czasu ruchu
dla ciata poruszajacego si¢ w polu grawitacyjnym w obecnosci statych sit oporu powietrza.

Podsumowujac, warto podkresli¢, ze metodom rozwiazywania rownan szeSciennych po-
winno sie po§wieca¢ troche wiecej czasu, nawet jesli nie na poziomie szkoly $redniej, to
przynajmniej na pierwszych latach studiow technicznych.
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Artykut opisuje pewne réwnanie w zbiorze liczb zespolonych, ktore mozna roz-
wigzaé kilkoma metodami odwotujgcymi sie do réznych wlasnosci (zwlaszcza
liczb zespolonych). Autorki wskazujq takze dydaktyczne zalety zapoznania stu-
dentow z tymi metodami.
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1. WSTEP

Liczby zespolone zostaly wprowadzone w XVI wieku na potrzeby algebry. Okazalo si¢ bo-
wiem, ze poprzez dopuszczenie pierwiastkow z liczb ujemnych mozna wyprowadzaé ogoélne
wzory do rozwiazywania rownan trzeciego stopnia [1]. Liczby zespolone zostaly nastepnie
wykorzystane w innych zagadnieniach matematycznych, np. w rozwiazywaniu réwnan roz-
niczkowych [2]|, w obliczaniu calek oznaczonych z funkcji rzeczywistych przy pomocy resi-
duéw [3]. Po wielu latach okazalo sie, ze ten tak pozornie abstrakcyjny dzial matematyki
ma zastosowanie w wielu innych dziedzinach nauki. Przykladowo w elektrotechnice liczby
zespolone przydaja sie one do analizy obwodéw elektrycznych pradu przemiennego, wyraza-
jac jego moc czynna oraz bierng [4]. Ponadto ulatwiaja obliczanie pradéw zwarciowych [4],
co w praktyce przeklada sie na plynna i nieprzerwana dystrybucje pradu, np. do mieszkan.

Liczby zespolone pomagaja w analizowaniu i modelowaniu zlozonych zagadnien, ktore
pojawiaja si¢ w grafice komputerowej i modelowaniu 3D [5], w funkcjach falowych w fizyce
kwantowe] [6], w dynamice plynéw i aerodynamice [7], w teorii sygnalow i przetwarzania
danych [8], w teorii chaosu i dynamiki nieliniowej [9]. Liczby zespolone sa tez kluczowe przy
tworzeniu efektow filmowych, a ze wzgledu na liczne zastosowania sa wbudowane w niekto-
rych jezykach programowania, np. w Fortran czy Python [10].

To wszystko sprawia, ze liczby zespolone sa tematem omawianym na wielu kierunkach na
uczelniach wyzszych. Jednak liczba godzin przeznaczona na to zagadnienie pozwala przed-
stawi¢ shuchaczom tylko podstawy pozwalajace postugiwaé sie liczbami zespolonymi, bez
poruszania takich zagadnien, jak na przyktad analiza zespolona.

Jednym z tematow, jakie wchodza w zakres realizowanego materiatu, jest rozwiazywanie
rownan w zbiorze liczb zespolonych [11]. W ponizszym artykule chcemy rozwazyé jedno
z takich rownai, ktore rozwiaza¢ mozemy na kilka sposobow z ktorych kazdy ma pewne
walory dydaktyczne.

*joanna.kucner@p.lodz.pl
"hozena.swiatek@p.lodz.pl
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2. ZESPOLONE ROWNANIE WIELOMIANOWE

2.1. Metoda pierwsza

Rozwazmy rownanie:
22 —-8=0. (1)

Jest ono oczywiscie réwnowazne réwnaniu:
2 =8, 2)

a zatem, aby znalezé rozwiazania réwnania (2), wystarczy policzy¢ pierwiastki trzeciego
stopnia z liczby 8. Mozna to zrobi¢ wykorzystujac postaé¢ trygonometryczng liczby zespo-
lonej. Latwo policzyé, ze |8| = 8, a argument tej liczby wynosi: ¢ = 0. Obliczamy zatem
pierwiastki z liczby 8 korzystajac ze wzoru na pierwiastki n-tego stopnia z liczby zespolonej
z = |z|(cos ¢ + isin @), ktore mozemy zapisa¢ w postaci [11]

2 2
wg = V/|z|(cos 9+ 2kn +isin M), (3)
n n

gdzie k =0,1,....,n — 1. A zatem

04+2-0- 0+2-0-
wo = %(COS¥+isin¥>=2(coso+isin0):2(l+0i) (4)
=2
2-1- 2-1- 2 2
w = V8 <C0SO+% + isin M%) =2 <cos gﬂ' + isin gﬂ')

=—1+3i
. 2.2 2.2
wy = %(COSM%_,_iSmu)

3
=—1—/3i.

9 4 Lis 4
cos —m +isin -7
3 3

2.2. Metoda druga

Drugi — i chyba najkrotszy — sposob rozwiazania rownania (1) polega na skorzystaniu ze
wzoru na réznice szeSciandow:
P -8=0=22-P=0= (2-2)(z?+2244) =0 =
=2=2 VvV P42 44=0=

2z =2 V Znglf\/gi \ 23:*14’\/37;.

2.3. Metoda trzecia
W trzecim sposobie rozwigzania rownania (1) wykorzystamy postaé kartezjanska liczby ze-

spolonej z. Mozemy zapisaé, ze
z=x+1y,

dla pewnych z,y € R. Wowczas rownanie (1) przyjmie postac:

(x+iy)® —8=0 = 2®+ 32%yi — 3zy® — y*i = 8. (5)
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Liczby zespolone sg sobie rowne wtedy i tylko wtedy gdy maja rowne czesci rzeczywiste
i urojone, a zatem:

22— 3z’ =38, (6a)
32y —y® = 0. (6b)
Zajmijmy si¢ rownaniem (6b):

y(322 —4?) =0 = y=0 \ (VBz—y)(V3z +4) =0 —

= y=0 V y=+3z V y=—V3uz.
Rozpatrzmy réwnanie (6a):
e dla y = 0 réwnanie (6a) przyjmuje postaé¢ 2® — 8 = 0, zatem = = 2;

e dla y = /3 réwnanie (6a) przyjmuje postaé¢ z3 — 3z - 322 — 8 = 0. Doprowadzajac
lews strone do najprostszej postaci otrzymujemy —8z% — 8 = 0, a stad z = —1;

e dla y = —v/3z rownanie (6a) przyjmuje taka sama posta¢ jak w poprzednim przypad-
ku, zatem i tu rowniez x = —1.

Podsumowujac, mamy trzy rozwiagzania ukladu rownan (6a) i (6b), (a wiec i rownania (1)):

2 =2, 29 = —1+ /3, 23 = —1—/3i.

2.4. Metoda czwarta

W czwartym sposobie rozwigzania rownania (1) wykorzystamy fakt, ze pierwiastki n-tego

n

stopnia z liczby zespolonej z dziela okrag o promieniu 7 = {/|z| na n réwnych tukow [11].
Jedno rozwigzanie rownania (1) latwo jest odgadnac:

z = 2
(argument gltowny tej liczby to ¢ = 0). Zatem pozostale pierwiastki z liczby 8 musza byé
liczbami zespolonymi o argumentach %w oraz %w (bo 27 : 3 = %71’, 0+ §7r = %7{' oraz
%ﬂ' + %ﬂ' = 2r7). Stad obliczamy (wykorzystujac wzory redukcyjne) pozostate pierwiastki

3
réwnania:

2 2
29 = 2(cos 37 +isin grr) = 2[cos(m — g) + isin(m — g)] = 2(—cos g + ising) =

1
=2(—5 + \/731') = -1+ V3,

oraz analogicznie

4 4
23 = 2(cos 37+ isin §7r) = 2[cos(m + g) + isin(m + g)] =2(— cosg - ising) =

=2(-> - ?i) =—1-V3i.

ks
2
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3. PODSUMOWANIE

Od wielu lat prowadzimy zajecia dla studentéw na roznych wydziatach Politechniki L.odz-
kiej, na ktorych matematyka nie jest przedmiotem kierunkowym. Zazwyczaj jej nauczanie
ogranicza sie do dwoch semestrow, z czego lacznie kilkanascie godzin przeznaczone jest na
wyktad i éwiczenia z liczb zespolonych. Ponadto wérod naszych studentow dosé rzadko spoty-
ka sie osoby szczegodlnie interesujace sie matematyka. Niech swiadczy o tym fakt, ze niewielu
z nich zadaje proste pytanie: "Po co sa liczby zespolone?", a jeszcze mniej z nich zna na
nie odpowiedz. Dobrze wiec, ze zagadnienie to jest omawiane na zajeciach.

Musimy przyznaé, ze podstawy teorii liczb zespolonych (dzialania oraz réwnania w zbio-
rze liczb zespolonych) sa czesto przyjmowane przez stuchaczy, ktorzy po raz pierwszy sie
z nimi spotkaja, z pewna ciekawoscia, jako co$ zaskakujacego (np. fakt, ze w zbiorze liczb
zespolonych kazde rownanie kwadratowe ma przynajmniej jedno rozwigzanie czy tez fakt,
ze pierwiastek n-tego stopnia z liczby zespolonej réznej od 0 ma n réznych wartosci). Pewna
trudnos¢ stanowi jednak koniecznos¢ postugiwania si¢ w niektoérych zadaniach trygonome-
tria (zwlaszcza wzorami redukeyjnymi).

Odnoszac si¢ bezposrednio do rownania (1), uwazamy, ze warto poswieci¢ czas na roz-
wigzanie tego rownania (badZ rownania o podobnym stopniu trudnosci) na ¢éwiczeniach
wszystkimi przedstawionymi metodami. Pierwszy sposéb pozwala na nowo przypomnieé
wprowadzona na wykladzie definicje pierwiastka n-tego stopnia w zbiorze liczb zespolonych.
Z naszych obserwacji wynika, ze studenci rzadko potrafig skojarzy¢ rozwigzywanie tego row-
nania z koniecznoscia obliczenia pierwiastkow trzeciego stopnia z liczby 8. Oczywiscie zaleta
dydaktyczna tego sposobu jest rowniez utrwalenie pojecia postaci trygonometrycznej liczby
zespolonej i wzoru Moivre’a.

Drugi sposob jest okazja do przypomnienia, ze w zbiorze liczb zespolonych kazde row-
nanie kwadratowe ma rozwiazanie oraz powtorzenie sposobu rozwigzywania takich réwnan.
W dalszym toku nauczania matematyki bedzie to dla studentéw niezbedna umiejetnoscia,
choéby przy zagadnieniach zwiazanych z réwnaniami rozniczkowymi liniowymi rzedu dru-
giego. Drugi sposob daje rowniez sposobnosé¢ poznania lub przypomnienia wzoru na roéznice
szeScianow, ktory pozwala uniknaé procedury dzielenia wielomianow.

Trzeci z kolei sposob jest okazja do przypomnienia warunku na réwnos$é¢ dwoch liczb
zespolonych zapisanych w postaci kartezjanskiej. Ponadto zaleta pod wzgledem dydaktycz-
nym jest tu koniecznos$¢ rozwigzywania otrzymanego nieliniowego ukladu réwnan i wlasci-
wego zinterpretowania otrzymanych wynikéw, z czym nierzadko studenci spotykaja sie po
raz pierwszy.

Czwarty sposob pozwala przypomnie¢ geometryczna interpretacje pierwiastkow z liczby
zespolonej. Z naszego do$wiadczenia wynika, ze przez te wszystkie lata tylko jeden student
polaczyl taka interpretacje z rozwiazaniem réwnania (1), mimo ze bylo to zagadnienie oma-
wiane na wezeéniejszych zajeciach.

Reasumujac: naszym zdaniem — mimo malej ilosci czasu, jaka mozna na zajeciach ze
studentami przeznaczy¢ na kwestie zwiagzane z liczbami zespolonymi — warto w ramach pod-
sumowania tej tematyki rozwiazac¢ zaproponowane przez nas rownanie (1) kazda z przedsta-
wionych metod. Uwazamy, ze warto to zrobi¢ nie tylko w celu uswiadomienia studentom,
Ze istnieja rozne sposoby podejscia do tego samego zadania, ale ze jest to rowniez okazja do
utrwalenia pewnych zagadnien, pojec i technik z teorii liczb zespolonych.
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In this paper we present derivation of the equations describing the resistance
between the electrodes used in The Transfer Length Method, both for the linear
and circular configurations. For the circular configuration, we have obtained an
approximated formula which is more accurate than the most widely used formula.
Conditions allowing for verification if the approzimations can be applied are also
presented.

Keywords: Transfer Length Method, modified Bessel functions.

1. INTRODUCTION

Since the 1960s the Transmission Line Method (TLM) has been a basic method for deremi-
nantion of the contact resistivity of metalic electrodes deposited on a semiconductor [1-4]. It
allows also for determination of the sheet resistance of the semiconductor material on which
the electrode is deposited. Usually, the measurement of the resistivity of the semiconduc-
tor is performed if the semiconductor layer is thin relative to the lateral dimensions of the
electrodes because in this case the theory and hence the interpretation of the experimental
data is much simpler than in a more general case [2].

TLM measurements are performed using a set of either rectangular electrodes (usually
called simply a TLM measurement), or using electrodes in form of concentric rings (circular
TLM or ¢TLM). In this paper, a detailed derivation of the formulas used for interpretation
of the experimental data and a discussion of the important approximations often used in
practical applications is presented.

The solutions for equations describing the current flow between the TLM electrodes are
distinctly different in the case of linear and cylindrical configurations. First, a simpler case
will be analysed.

2. LINEAR TLM

A linear TLM structure consists of a series of rectangular electrodes separated by a distance
which is different for each to adjacent electrodes. In Figure 1 a top view of a part of such a
structure is presented.

For each of the electrode pair, a current-voltage (I-V') curve is measured. Assuming
that this curve is linear, the electrical resistance R for this pair can be determined. This
resistance is a result of the resistance caused by the contact between the metal electrode and
the semiconductor it is deposited on, and by the resistance of the semiconductor itself. The
resistance of the metal can be neglected. In what follows, we will derive a formula for R.
We will use the following approximation (see Figure 1 for the definitions of the symbols):
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Figure 1. On the top: Top view of part of a linear TLM structure. On the bottom: a side

cross-section of an area between two neighbouring electrodes
Source: own work.
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e The thickness h of the semiconductor layer is very small, so that we can assume
that current flows uniformly in the vertical direction and hence we can neglect this
dimension in our calculations;

The current density does not depend on y. This can be true if the distances between
the electrodes are much smaller than their width, or if the TLM structure is fabricated
in such a way that the current cannot spread beyond the area determined by the
electrodes’ width;

The electrodes are semi-infinite in the x direction (i.e. in Figure 1 s = 00); the potential
of the left electrode if Vj, and 0 on the right electrode. Later, we will discuss the case
in which s < oo.

The density of the vertical current which flows from the electrode into the semiconductor
(or the other way round) depends on = and can be expressed as:

Jp(@) = s (Ve = u(2)) (1)

where u(z) is the local electric potential; V. is the electrode potential (equal to either Vp
or 0); and ¢, is the surface conductivity of the electrode-semiconductor interface (the unit
of ¢, is S/m?). The above formula is valid if = refers to a point covered by the electrode,
otherwise j, = 0. The horizontal current I; and its density j; for any x are given by the
following formula:

Ji(x) = —osu/ () 2
I,(z) = hwji(z) (3)
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where o, is the electrical conductivity of the semiconductor material. On the other hand,
the horizontal current in the area below an electrode (i.e. for |z| > a) is related to j, in the
following manner:

w/x Jp(§) d¢ for z < —a
Il(l') = - " (4)
Il(a)+w/ Jp(§)d¢ forz>a

We differentiate both sides of the above equation with respect to z, substitute (3) and we
get the following equation (valid both for > a and z < —a):

hwji(z) = wjp(x) (5)

By reducing w and substituting (1) and (2) we get:

() = 7u(z) +7°Ve =0 (6)
where c
2 C

7= o (M

We could assume that the conductivities of the left and the right electrode are different (gcm

and % respectively). Then we would have coefficients v for x < —a and 2 for z > a. The
general solutions in these two areas are as follows:

w1 () = Cy exp(m1z) + C1 exp(—m1z) + Vo forz < —a (8)
ug(x) = Cy exp(ya) + Cy exp(—7a) forx >a 9)

For © — —oo potential u has to tend to Vj, while for  — oo to 0 (which are the potential of
the respective electrodes). Otherwise, an infinite current would flow through the structure.
It means that both coefficients C' must vanish and hence:

ui(z) = Cyexp(niz) + Vo forz < —a (10)
ug(z) = Cy exp(—722) for z > a (11)

Between the electrodes (for |z| < a), current I;(z) and hence its density j;(z) must
be constant and equal, respectively, to I (which is the total current flowing between the
electrodes) and j. Using Eq. (2) we conclude that in this area «”(z) = 0 which means that
u is a linear function:

u(z) = fUi x+b for|z|<a (12)

s

Continuity of j;(x) end Egs. (2), (10) and (11) give us the following relation:

—Crosm exp(—m1a) = j = Ca0472 exp(—2a) (13)
and hence: o
1 V2
“1__ 2 — — 14
Cs " exp ( (72 ’Yl)a) ( )
Continuity of u(z) at + = —a and = = a provides further two equations which can be used

to determine parameters Cy, Cs, b, j. The parameter we really need is j, since it gives us the
total current I. After some elementary calculations we get:

Vo 1 -1 1
- (2 15
j Us(a""h + 7% ) (15)
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Let L = 2a denote the distance between the electrodes. The resistance between them is
equal to Vp/I, so after substituting (7) we obtain:

L 1 1 1 L N
R(L) = + ( S ) = Ve (16)
hwos — wvhos \\/Se1 /Sea hwos  w\/ho,
where
2./0c = ! + ! (17)
N \/Se1 \/Se2

Since Eq. (15) v; Land Yo L are simply added, in the linear TLM experiment it is impossible
to determine separately the resistivities of the individual electrodes. Instead, we can use a
single 7. However, in principle these resistivities should be the same, so this is not considered
a problem.

In the TLM experiment R(L) is measured for several values of L. This relation should
be linear, as predicted by Eq. (16), and the experimental data provide parameters « and Ry
in the following relation:

R(L) =aL + Ry (18)

Combining the above experimental parameters and the theoretical relation we obtain two
relations for the semiconductor electrical conductivity (in the horizontal direction) and the
contact resistivity:

1
— 3 1
75 = hwa (192)
1 45 5 wR%
== = 1
0c 4R0w hos 1o (19b)

The simple and practical formula (19) was derived under the assumption that the elec-
trodes can be considered semi-infinite along x direction. Now we will provide a criterion to
verify if this assumption is valid in individual cases.

2.1. Verification if the semi-infinite electrodes assumption is valid

The relations derived so far assume that the current flowing from an electrode to the semi-
conductor uses the whole infinite length of the electrode, while in fact the available length is
equal to s. Let us calculate the current which flows through the part of an electrode which
in fact does not exist. Integrating formula (1) with the proper limits and using Eq. (13) and
(2) we obtain the following formulas for the total current I and the current injected to the
actually existing part of the second electrode (equal to the current injected by the actually
existing part of the first electrode):

I /a“ () = 01:’52 (20)
a-+s wi
L= [ suta) = 250 = exp(=9) (21)

If the difference between those two currents is negligibly small (relative to the total current),
the simplification we used can be considered valid. This gives the following criterion which
can be used for such a validation:

2
W) — exp (_?) <1 (22)

What if one cannot apply the considered simplification?

exp(—vs) K 1 <= exp (—
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2.2. Solution for finite electrodes

The problem with finite electrodes can be solved. The differential equations derived above
are still valid. What is different is the boundary conditions. Instead of

i i(z) =0 =

now we have to use
lim i(x) =0 24
z—+(a+s) ]l( ) ( )

In this case, we will use a more convenient form of the general solution (6)

uy(z) = Aj cosh (vi(z — 21)) + Ay sinh (— 1 (z — 21)) + Vo for z < —a (25)
us(z) = Ay cosh (v2(z — x2)) + Agsinh ( — y2(x — 22)) forz >a (26)

where 1 = —a — s and 29 = a+ s are the outer boundaries of the electrodes. Then,
using (24) one can see that Ay = Ay = 0. The properties of the hiperbolic functions allow
us to write (13) in the following way:

—Aj0s71sinh(y18) = j = As0s7y2 sinh(yas) (27)

Relation (12) remains true and combining it with the above formula we obtain a more general
version of Eq. (15):

\% 1
70 = (2a +~; " coth(y18) + 75 ' coth(72s)) (28)

Because coth(z) —— 1, under condition (22) the above formula reduces to the form
€T—r0o0

presented in Eq. (15).

The exact solution does not change the formula for o, however g, is given in an implicit
form. The non-simplified version of relations (19) can be expressed in the following form,
assuming that v = v = 7:

1
— 2
o o (29a)
NP war
Ry = 20th(ys) _ 2\/% coth (S —) (29b)
hwao sy w Qc

In the analysis of linear TLM presented above, we always assumed that the current
flow is bounded to the area of the width equal to the electrodes’ width. This is a sound
assumption only if the distance between the electrodes is much smaller than the electrode
width. However, if the conductivity of the semiconductor material is high, the resistance
between the electrodes can be vary small relative to the contact resistance. This can severely
deteriorate the accuracy of the determination of the semiconductor conductivity. In such a
case, a cTLM measurement may be a better choice.

3. CIRCULAR TLM
A single ¢TLM electrode pair has a form of two concentric rings, where the inner ring

is usually a full disk, as shown in Figure 2. In a ¢TLM experiment the resitivities for
several such pairs, with different dimensions, are measured. In this section, we will derive
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a theoretical formula for the resistivity of such a pair. In our derivation we will use
polar co-ordinates. We will also use the first of the three approximations used in section 2.

@ @
Figure 2. A top view of two posible configurations of an electrode pair

used in the ¢TLM experiment
Source: own work.

The density of the (horizontal) current flowing between the electrodes through the semi-
conductor has only the radial component j;, which is independent from the angle, because
of the rotational symmetry of the system. Similarly, the electrical potential v depends only
on the radial co-ordinate r. In polar co-ordinates, the analogues to formulas (1) and (2)
have the following form:

Jp(r) = se(Ve —u(r)) (30a)
Gilr) = —osu'(r) (30b)

where the symbols have the same meaning as in section 2. We will consider a circular sector
with its central angle ¢. For ¢ = 27 we will get the whole plane. The formula that describes
the relation between the current flowing through this sector and its density looks as follows:

Ii(r) = hreji(r) (31)

In the area beneath the electrodes we additionally have the following relations:

Lp/ Ep(§) d€ for rg <r <ry

Il(r) 3
Ii(ra) + gp/ Ejp(€)dE forrg <r <rg

(32)

By differentiating formulas (31) and (32), substituting Eq. (30) and (7) we obtain the fol-
lowing equation (valid below the electrodes):

2 (r) + ru/ (r) — ¥ (u(r) = V) = 0 (33)

The general solution for this equation has the following form
u(r) = Brly(yr) + Bk Ko(yr) + Ve (34)
where I i Ky are the modified Bessel functions. The equation for the potential between the

electrodes is much simpler: , .
u'(r)+ru’(r)=0 (35)

26



M. Wasiak BPAM Vol. 1, No. 1 (2025)

Its solution, for ¢ = 27 can be expressed using the total current I in the following way:

(1) = ——L 10 (f) (36)

a 2whog P

where p is a parameter whose value we are yet to determine.

In what follows we will simplify our considerations assuming that 7o = 0 (which is how
the inner electrode is usually fabricated) and that r3 — co. The latter condition is very
similar to the third approximation used in section 2. Then, using the following properties
of the Bessel function:

lim Ky(§) = lim Ip(§) = o0 (37)
£—=0 £—o0
Jim To(€) = Jim Ko(§) =0 (38)
we obtain
ui(r) = Bilo(nir) + V4 (39a)
ug(r) = BaKo(var) + V2 (39b)

where wuq, ug are the electrical potentials in the semiconductor below, respectively, the inner
and the outer electrode, while Vi, V5 are the respective electrode potentials. Continuity of
the current at r; and ro provides the following equations:

—hOSBl’YlQ?TTlI{)('YlTl) =] = —}LO’SBQ’YQZTFTQK()(’YQT‘Q) (40)

Using the following properties of the modified Bessel function [5]:

1
I, = 5 In—1 4 Int1) (41a)
1
K;L = _i(anl + Kn+1) (41b)
171 = Il (41C)
K 1=K (41d)
we obtain the following formula:

—osBim2rrili(nr) = I = 03Byy22mr2 K1 (y2r2) (42)

The resistance between the electrodes (Vi3 — V2)/I can be expressed, using Eqs. (36), (39)

and (40) in the following way:
(ln (E) 41 I?(T‘Wl) _ 1 K?(T‘ﬂz)) (43)
ri)  mm Lh(rm) e Kg(rave)

R(ri,m2) = 2rho

or, using Eq. (41):
1 7’2) 1 Io(rim) 1 Ko(rﬂz))
R(ry,rg) = ——(In(—= |+ — ——F—F 4+ — ———=£ 44
(ri,r2) 27”“’5( (7’1 rim Li(riv) o reve Ki(reye) (44)

Neither of the two relations is very convenient. Let us try to get rid of the modified
Bessel functions using an approximation which is valid if |z| is sufficiently large [6]:

x

(@)~ —— (45)
Ko(z) ~ /%eﬂ” (46)
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It allows us to find a convenient estimation of the Bessel function to their derivatives:

Io(z) = 2z
Ih(x) ~ 2 -1 (47)

In the literature, often the above two ratios is approximated simply by 1 [7,8]. Below we
present three formulas for the resistance, starting from the most accurate and ending on the
least accurate of them:

1 7"2) 1 Io(rim) 1 Ko(rﬂz))
R(r1,mo) = In{—=)+ —_— s —— 49
(ri;r2) 2mwhos ( (7'1 rim Li(rim)  reye Ki(raye) (49)
1 T 2 2
~ In{— 50
277'}10'5 (n(T1>+2T17171+2T2’72+1> ( )
1 ro 1 1
S 1 — _t — 51
2mho (n (7‘1) * 17 * T2“/2) o1

Unlike in the linear TLM case, in the above formulas the contributions from the individual
electrodes (described by v, and 72) is not the same. If, hypothetically, the electrode resis-
tivity depended on the direction of the current flow (but otherwise were perfectly linear), a
measurement of the IV curve for a ¢cTLM structure, would show a difference in slope between
the negative and positive current side. If this in not the case, we can say that vy = vo = 7,
and the above formulas can be written in the following form:

1 T2 1 IQ(Tl’y) 1 Ko(TQ’y)
) = n(=2)+— — —ovzp 2
Bir,r) 2mhos <n (T1> " r1y I1(r17) * r2y Ki(ra7) (52)
1 T 2 2
= In{—=
2who, <n (7'1> + 2ry — 1 + 2roy + 1) (53)

Q

1 1/1 1
n(2)+=(=+= (54)
2whog 1 y\r1 T2

3.1. Validity of the Bessel functions approximations

Let us analyze when the approximations considered above are valid. The exact solution
Eq. (49) (however assuming that the outer ring is semi-infinite) contains terms in the form
B(z)/B’(xz) where B is a modified Bessel function: either Iy or Ky. In the approxima-
tion (50) and (51) we used the following sequence of simplifications:

(x) _ Io(z) N

Ij(x) Ii(z) 22-1 1 (55)
Ko(z) Ko(z) = 2@

K@) Ki(x) 2w+l (56)
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The accuracy for both approximations improves with || — co. However, we do not know
yet when z is sufficiently large. Now, we will try to answer this question. Let us denote:

2
1.8
1.6
1.4
1.2

1
0.8
0.6

T

o)~ 15
ri(z) =

ri(z) =

Functions r and 7 are simply the relative error of approximation g and § respectively. Figure 3
presents a comparison of the approximations used in this paper. If we assume that an error
below 1% is acceptable, we can see that approximation ¢, and hence formula (50) is valid if
~r1 > 4.5, while formula (51) should not be used be used unless yr; > 50. Since formula (50)
is only slightly more complicated than formula (51), there is probably no reason to use the
latter at all for fitting to experimental data. However, it seems that Eq. (50) does not appear
in the literature and only Eqs. (49) and (51) are reported.

_ a(x)
Qr(z)

gk (z)
Qi ()

Figure 3. Left: Comparison of the considered approximations of the ratios of the Bessel
functions; Right: The relative errors of the approximations
Source: own work.

The above estimations are important not only to validate if the formula used for deter-

mination of parameters vy and oy was correct. If Eq. (50) is to be used, then one has to
accept that for the radii of the outer rings greater than ~ 1.4ry the combined resistance
of both electrodes is less than 10% of the total resistance. This greatly (and negatively)
impacts the accuracy of determination of the contact resistance in such an experiment.
Of course, whether or not the contact resistance can be reliably determined in such an ex-
periment depends on the system geometry and the material parameters. If yro > 50, the
cTLM configuration itself is not ideal to determine the contact resistance. On the other
hand, when the material conductivity is high, that it is hard to measure in the linear TLM
configuration, cTLM can be a suitable method. Whatever the situation, since Eq. (51) com-
pared with Eq. (50) does not seem to provide any significant simplification, there is probably
no reason to use Eq. (51).

qr(x) =
qx ()

7:[(33)

relative error [%)]
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rK(x) =

100

—_
=]

[y

o
=

2x — 1
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4. SUMMARY

No we will summarize the paper presenting the procedure of experimental data analysis. We
assume that a set of I-V curves have been measured—one curve for each pair of electrodes,
and provided that they are linear, for each of them the resistance was determined. If the
I-V curves are not linear, then the electrode deposition was faulty, and the TLM theory
presented here cannot be applied. If we want to determine o we also need to know the
thickness of the semiconductor layer.

4.1. Linear TLM

In the case of linear TLM, the experimental data give us a relation R(L), where R is the
resistance between electrodes separated by a distance L. A linear function f(L) = oL + Ry
is fitted to the experimental data. Then, the condition given in Eq. (22) should be verified.
If this condition is fulfilled, formulas (19) can be used to determine the investigated material
parameters. If not, formulas (29) should be used, however in order to find g, a numerical
root-finding will be necessary.

4.2. Circular TLM

When ¢TLM is used, we measure a function R(r1,72). Often, 71 is identical in all the
measured electrode pairs, and the we can assume that we have a function R(r2). Then we
fit relation (53) to the experimental data, obtaining the values for o, and . If r1y > 4.5,
formula (53) can be considered valid. If not, we have to perform least-square fitting again,
using this time Eq. (52). Using Eq. (54) should be avoided.
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