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W pracy zaj�to si� problemem modelowania, analizy i projektowania 
optymalnych struktur kompozytów włóknistych obci��onych termicznie tak, 
aby element konstrukcyjny wykonany z tego materiału spełniał stawiane 
wymagania w zakresie okre�lonych własno�ci termicznych. Problem ten 
rozpatrzono z uwagi na orientacj� oraz kształt osi włókien wypełniaj�cych 
w poszczególnych warstwach materiału kompozytowego oraz kształt 
przekroju poprzecznego włókien. Do poszukiwania optymalnych rozwi�za� 
opracowano system optymalizacyjny b�d�cy poł�czeniem algorytmów 
ewolucyjnych i gradientowych rozszerzonych o metod� elementów 
sko�czonych analizy układów termicznych oraz analiz� wra�liwo�ci. 
Efektywno�� opracowanej techniki optymalizacyjnej została zweryfikowana 
w pracy w postaci numerycznych przykładów obliczeniowych. 

 

1. WPROWADZENIE 

Problemy przewodzenia i wymiany ciepła s� zagadnieniami uniwersalnymi, 
maj�cymi zastosowanie praktyczne w wielu dziedzinach techniki, w tym równie� 
w wyrobach i konstrukcjach kompozytowych. Wynika ono ze znacznej liczby 
rzeczywistych problemów wymiany ciepła, ró�norodno�ci ich przebiegu oraz 
narastaj�cej tendencji do numerycznego modelowania przepływu ciepła 
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w wyrobach i konstrukcjach kompozytowych. Rozwi�zanie tych problemów 
mo�e doprowadzi� do podwy�szenia warto�ci u�ytkowej i handlowej oma-
wianych wyrobów i konstrukcji przewodz�cych ciepło oraz przynie�� efekty 
ekonomiczne.  

Rozwój nowych technologii powoduje, �e współczesny in�ynier-konstruktor 
dostaje do swej dyspozycji nowe materiały o własno�ciach znacznie 
odbiegaj�cych od własno�ci tradycyjnych materiałów konstrukcyjnych. Do grupy 
takich materiałów nale�� m.in. kompozyty włókniste b�d�ce mieszanin� 
materiału matrycy i wzmocnienia w postaci włókien, z których obecnie 
wytwarzane s� najró�niejsze wyroby stosowane praktycznie we wszystkich 
dziedzinach techniki i �ycia codziennego. Kompozyty włókniste wykazuj� 
najlepsze własno�ci termiczne i wytrzymało�ciowe przy najmniejszym ci��arze 
wła�ciwym spo�ród wszystkich materiałów kompozytowych oraz charakteryzuj� 
si� wzgl�dnie nisk� cen�. Dlatego te� materiały te s� coraz powszechniej 
u�ywane w zastosowaniach technicznych oraz znajduj� coraz wi�ksze 
zastosowanie w ró�nego rodzaju konstrukcjach, dla pracy których własno�ci te 
maj� ogromne znaczenie. 

Jednym z istotnych zjawisk fizycznych zachodz�cych w kompozycie jest 
zjawisko przepływu ciepła. Jest ono bardzo istotne przy projektowaniu 
optymalnych izolatorów lub radiatorów. W przypadku konstrukcji wykonanych 
z materiałów kompozytowych, analiza ich zachowania si� pod obci��eniem 
cieplnym  jest nierozł�czna od analizy kompozytu i cech charakterystycznych 
jego budowy, gdy� termiczne charakterystyki materiałowe kompozytowego 
elementu konstrukcyjnego s� �ci�le zwi�zane z budow� kompozytu. Mo�na wi�c 
powiedzie�, �e ka�da konstrukcja wymaga indywidualnego zaprojektowania 
optymalnego dla niej materiału kompozytowego, poprzez dobór najlepszego 
zestawu parametrów strukturalnych, takich jak: własno�ci termiczne matrycy  
i włókien, obj�to�ciowy udział i kształt przekroju włókien wypełniaj�cych 
w warstwach, orientacja i uło�enie włókien w analizowanym elemencie 
konstrukcyjnym, czy te� liczba i grubo�� warstw. Kompozyty stosowane 
w konstrukcjach musz� charakteryzowa� si� wi�c odpowiednimi własno�ciami 
termicznymi, zarówno w niskiej, jak i wysokiej temperaturze. Od tych 
parametrów, przede wszystkim, zale�y ich jako�� i długotrwało��. Ze wzrostem 
temperatury obni�aj� si� własno�ci wytrzymało�ciowe, ro�nie plastyczno��, 
a odwrotnie z obni�eniem temperatury zwi�ksza si� skłonno�� do kruchego 
p�kania. Rozwa�enie zagadnienia przepływu ciepła w materiale kompozytowym 
ma wi�c szerokie zastosowanie praktyczne i wpływa na bezpiecze�stwo 
u�ytkowników konstrukcji wykonanych z tych materiałów.  
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2. OBIEKT BADA� 

W pracy zostały rozpatrzone płaskie, dwuwymiarowe elementy konstruk-
cyjne obci��one termicznie (rys. 1), wykonane z mikroskopowo niejednorodnego 
materiału kompozytowego w postaci jedno lub wielowarstwowego laminatu 
składaj�cego si� z warstw matrycy wypełnionych włóknami o ró�nych od 
matrycy własno�ciach termicznych.  

Mikroskopowo niejednorodny materiał kompozytowy został zast�piony, 
dla celów analizy zjawiska przepływu ciepła w elemencie konstrukcyjnym, 
w skali makroskopowej, jednorodnym materiałem ortotropowym. Własno�ci 
termiczne takiego materiału zale�� od własno�ci termicznych matrycy i włókien 
wypełniaj�cych oraz liczby warstw wytwarzanego materiału hk oraz od udziału 
obj�to�ciowego i kształtu przekroju i osi wypełniaj�cych włókien w poszczegól-
nych warstwach laminatu. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Rys. 1. Kompozytowy element konstrukcyjny  
 
W pracy zało�ono, �e matryca jest jednorodna, izotropowa o okre�lonym 

współczynniku przewodzenia ciepła λm, za� włókna s� długie, jednorodne, 
izotropowe o współczynniku przewodzenia ciepła λw oraz równomiernie 
i jednokierunkowo rozło�one w matrycy, a ich udział obj�to�ciowy 
w poszczególnych warstwach kompozytu wynosi ρw

(k). 

3. PRZEWODZENIE CIEPŁA 

W pracy zostało rozpatrzone zagadnienie dwuwymiarowego ustalonego 
przewodnictwa cieplnego w materiale kompozytowym. Zagadnienie to opisano 
równaniem ró�niczkowym ustalonego przewodnictwa ciepła, które uzupełniono 
odpowiednimi warunkami brzegowymi. 

Przewodzeniem ciepła w ciałach stałych i nieruchomych cieczach rz�dzi 
prawo Fouriera [1], zgodnie z którym nat��enie strumienia przewodzonego ciepła 

włókna (λw ; ρw
(k)) 

matryca (λm) 

hk 
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jest proporcjonalne do gradientu temperatury mierzonego wzdłu� kierunku 
przepływu ciepła: 

 T∇−= �q , (1) 

gdzie: q  – nat��enie strumienia przewodzonego ciepła, T∇  – gradient pola 
temperatury, �  – macierz współczynników przewodzenia. 

Zagadnienie dwuwymiarowego ustalonego przewodzenia ciepła, w przy-
padku gdy parametry fizyczne ciała nie zale�� od temperatury, sprowadza si� do 
rozwi�zania w obszarze � równania (2) z odpowiednimi warunkami brzegowymi 
panuj�cymi na brzegu � (rys. 2): 

 0fdiv =+q  (2) 

gdzie: f  – wewn�trzne 	ródło ciepła. 
 
 
 
 

 

 

 

Rys. 2. Płaski materiał kompozytowy poddany warunkom brzegowym 

Warunki brzegowe s� sformułowane w ogólnej postaci jako pewne wielko�ci 
fizyczne okre�lone na konkretnych fragmentach brzegu rozpatrywanego ciała, 
opisuj�ce wymian� ciepła i mog� by� zadane na trzy sposoby: 
� warunki brzegowe pierwszego rodzaju, tzw. warunki Dirichleta, 

okre�lone s� przez rozkład temperatury T = Tº na brzegu �T, 
� warunki brzegowe drugiego rodzaju, tzw. warunki Neumanna, 

okre�lone s� przez warto�� nat��enia strumienia cieplnego qn = qn
0 

na brzegu ciała �q,   
� warunki brzegowe trzeciego rodzaju, tzw. warunki Henkela, okre�lone 

s� poprzez temperatur� otaczaj�cego o�rodka oraz zale�no��, która 
opisuje wymian� ciepła mi�dzy ciałem a tym o�rodkiem qn = h(T –T∞) 
na brzegu �c. 

(3) 

y2 
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Równanie (2), uwzgl�dniaj�c (1) w układzie współrz�dnych prostok�tnych 
w kierunku głównych osi ortotropii materiału, ma nast�puj�c� posta�: 
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Transformuj�c równanie (4) do globalnego układu współrz�dnych Oy1Oy2, 
mo�na napisa� [2]: 
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Równanie ró�niczkowe przewodzenia ciepła (5) wraz z warunkami 
brzegowymi (3) pozwala na okre�lenie pola temperatury w obszarze kompo-
zytowego elementu konstrukcyjnego, tzn. warto�ci temperatury we wszystkich 
punktach rozpatrywanego wyrobu.  

4. MODELOWANIE MATERIAŁÓW KOMPOZYTOWYCH 
Z UWAGI NA ICH CIEPLNE WŁASNO�CI 

4.1.  Cieplne współczynniki materiału kompozytowego 

Własno�ci cieplne materiałów kompozytowych charakteryzuj� zarówno stałe 
materiałowe macierzy i włókien, jak i sposób uło�enia włókien w macierzy. 
Materiały kompozytowe zbudowane z powtarzalnych elementów zwykle traktuje 
si� dla celów analizy jako jednorodne, czyli homogeniczne ciała o u�rednionych 
cieplnych współczynnikach wyznaczonych w oparciu o bilans cieplny oraz 
podstawowe prawo Fouriera [3, 4]. W wyniku homogenizacji (u�rednienia 
własno�ci termicznych materiałów okresowo zmiennych, pozwalaj�cego na 
traktowanie materiału niejednorodnego jako jednorodnego) otrzymuje si� 
wielko�ci opisuj�ce charakter i szybko�� przewodzenia ciepła wewn�trz 
materiału, opisywane przede wszystkim współczynnikami przewodno�ci cieplnej.  

Własno�ci cieplne takiego zast�pczego materiału zale�� od własno�ci 
termicznych macierzy i włókien wypełniaj�cych oraz od obj�to�ciowego udziału 
i kształtu przekroju włókien wypełniaj�cych w warstwach laminatu.  

W pracy zaproponowano metod� obliczania zast�pczych współczynników 
przewodno�ci cieplnej w kierunku wzdłu�nym i poprzecznym do włókien 
dla elementu konstrukcyjnego wykonanego z wielowarstwowego materiału 
kompozytowego wypełnionego włóknami o ró�nym kształcie przekroju 
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poprzecznego (prostok�tny, kołowy, eliptyczny). Został równie� zbudowany 
jednorodny model zast�pczy kompozytu, który stanowił punkt wyj�cia do 
sformułowania zadania optymalizacji w procesie jego projektowania. 
W niniejszej pracy zostanie przedstawiona metoda obliczania zast�pczych 
współczynników przewodno�ci cieplnej w kierunku wzdłu�nym i poprzecznym 
do włókien dla elementu kompozytowego wypełnionego włóknami o kołowym 
kształcie przekroju poprzecznego. 

Wzdłu�na przewodno�� cieplna 

Rozpatrzmy powtarzalny element warstwy kompozytu przedstawiony na 
rys. 3. Zast�pczy współczynnik przewodno�ci cieplnej wzdłu� włókien mo�na 
otrzyma� z bilansu strumienia ciepła płyn�cego w kierunku pokrywaj�cym si� 
z osi� włókna, dla zało�onego takiego samego gradientu temperatury we włóknie, 
macierzy i zast�pczym materiale:  

 ( ) ( )
1
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+λ−=λ+λ−=  (6) 

gdzie: Fw, Fm – pole przekroju poprzecznego włókna, macierzy, �w, �m –

współczynnik przewodno�ci włókna, macierzy, 
mw

w
w FF

F
+

=ρ – obj�to�ciowy 

udział włókna. 
Uwzgl�dniaj�c warto�ci współczynników przewodno�ci cieplnej włókna 

i macierzy oraz udział obj�to�ciowy poszczególnych faz z równania (6), uzyskuje 
si� zale�no�� okre�laj�c� zast�pczy wzdłu�ny współczynnik przewodno�ci 
cieplnej:  

 ( ) mmwwx1
λ+λ−λρ=λ  (7) 

 

 
  

 
Rys. 3. Powtarzalny element warstwy kompozytowej: a) powtarzalny element,  

b) zast�pczy ortotropowy materiał 

 

 

a) b) 
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Poprzeczna przewodno�� cieplna 

Przepływ ciepła w kierunku poprzecznym do włókien w elemencie 
przedstawionym na rys. 3a, zale�y od kształtu poprzecznego przekroju włókna. 
W ka�dej warstwie materiału kompozytowego ciepło przepływa w jednej cz��ci 
warstwy szeregowo przez macierz i włókno, w drugiej tylko przez macierz, jak 
schematycznie pokazano na rys. 4. 
 
 
 
 

 
 

 
 
 
 
 

Rys. 4. Proces modelowania przepływu ciepła w warstwie materiału kompozytowego: 
a) rzeczywisty materiał, b) przepływ ciepła przez warstwy kompozytu, c) zast�pczy 

ortotropowy materiał 

Poprzeczna przewodno�� cieplna dla włókien kołowych 

Dla włókna o kołowym przekroju poprzecznym rozpatruje si� w prosto-
k�tnym przekroju poprzecznym materiału zast�pczego włókno o promieniu r 
(rys. 5). Podobnie jak dla włókna o prostok�tnym przekroju poprzecznym, 
strumie� ciepła przepływa w jednej cz��ci szeregowo tylko przez macierz, 
w drugiej cz��ci zarówno przez macierz, jak i włókno, przy czym drogi 
strumienia s� zale�ne od k�ta ϕ  i wynosz�:  

dla macierzy  ( )ϕ−+=′ cos1raa 22     dla włókna    ϕ=′ cosrb 2  (8)                        

Bilans ciepła w warstwie o grubo�ci dx3 mo�na zapisa� nast�puj�c� 
zale�no�ci�: 
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Podstawiaj�c powy�sze odległo�ci (8) do wzoru (9), współczynnik przewodno�ci 
cz��ci warstwy okre�lonej k�tem ϕ  wynosi: 
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Rys. 5. Prostok�tny przekrój poprzeczny materiału zast�pczego wypełnionego włóknami 

o kołowym kształcie przekroju poprzecznego: a) powtarzalny element, b) ¼ cz��� 
warstwy, c) obie cz��ci warstwy kompozytu, d) zast�pczy ortotropowy materiał 

Całkowity strumie� ciepła w cz��ci warstwy, składaj�cej si� z macierzy 
i włókna poł�czonych ze sob� równolegle zale�y od k�ta ϕ. Strumie� ciepła 
płyn�cy przez t� cz��� warstwy mo�na wyrazi� nast�puj�c� zale�no�ci�:  
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0
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Poniewa� dx3 = rcos(ϕ)dϕ, równanie (11) mo�na przedstawi� w nast�puj�cej 
postaci: 

 1Q =
( )
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d
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ra
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0
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2
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Traktuj�c t� warstw� jako materiał jednorodny (rys. 5c), u�redniony całkowity 
strumie� ciepła w tej warstwie mo�na przedstawi� w postaci: 
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Porównanie (12) z (13) pozwala na wyznaczenie zast�pczego współczynnika 
przewodno�ci cieplnej 

2ACxλ  w postaci: 
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Drug� typow� warstw�, przez któr� płynie ciepło w zast�pczym ciele jest 
macierz. Bilans ciepła w tej cz��ci warstwy mo�na zapisa� nast�puj�c� 
zale�no�ci�: 
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Ostatecznie bilans ciepła w obu cz��ciach warstwy, a tym samym przepływ 
ciepła w zast�pczym materiale kompozytowym, mo�na zapisa� w postaci 
nast�puj�cej zale�no�ci: 
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Zast�pczy współczynnik przewodno�ci cieplnej warstwy materiału kompo-
zytowego w kierunku osi x2  mo�na przedstawi� zatem w postaci zale�no�ci: 

 
�
�
	




�
�
�


��
�

�
��
�

�
−

λ
λ

′+λ=λ 1r1
m

ACx

xmx
2

32
 (18) 

gdzie przez 
3xr ′ oznaczono wzgl�dn� długo�� drogi strumienia w macierzy i włóknie: 
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r
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3

x 3 +
=′  (19) 

Z uwagi na podobny kształt w kierunku osi x2 i x3 zast�pczy współczynnik 
przewodno�ci cieplnej w kierunku x3 wyprowadza si� analogicznie, zgodnie z 
powy�szymi wzorami, odpowiednio zamieniaj�c w nich wska	niki wzgl�dnych 
wymiarów, przy czym wzgl�dne drogi strumienia s� zale�ne od k�ta (90-ϕ). 

4.2.  Modelowanie materiału kompozytowego 

W pracy rozpatrzono dwuwymiarowe płaskie elementy konstrukcyjne 
obci��one termicznie, wykonane z wielowarstwowego materiału kompozytowego 
w postaci laminatu składaj�cego si� z warstw macierzy wypełnionych włóknami, 
w którym górna i dolna warstwa była izolowana cieplnie.  

Do celów analizy pracy elementu konstrukcyjnego, mikroskopowo 
niejednorodny materiał kompozytowy jest zast�powany w skali makroskopowej 
jednorodnym materiałem ortotropowym (rys. 6), którego własno�ci termiczne 
zale�� od własno�ci termicznych matrycy λm i włókien wypełniaj�cych λw,, 

kształtu przekroju poprzecznego włókien i udziału obj�to�ciowego włókien )(k
wρ  

oraz ich orientacji θk w poszczególnych warstwach, a tak�e liczby n i grubo�ci 
warstw hk. 

 

 
Rys. 6. Modelowanie materiału kompozytowego: a) rzeczywisty materiał, 

b) zast�pczy ortotropowy materiał 
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Dla tak okre�lonego materiału istniej� dwie wzajemnie prostopadłe 
płaszczyzny symetrii, których kraw�dzie przeci�cia si� wyznaczaj� główne osie 
ortotropii x1-x2 materiału, przy czym o� x1 ma kierunek zgodny z kierunkiem 
włókna, a o� x2  jest prostopadła do kierunku włókna (rys. 8). 

W pracy przeprowadzono proces modelowania (homogenizacji) takich 
kompozytów w dwóch etapach. Najpierw poddano procesowi homogenizacji 
warstwy kompozytu składaj�ce si� z włókna i macierzy, nast�pnie modelowano 
wielowarstwowy materiał kompozytowy, zast�puj�c go jednorodnym materiałem 
ortotropowym [5, 6]. 

Zgodnie z przyj�tymi zało�eniami, ka�da k-ta warstwa kompozytu jest 
modelowana jednorodnym makroskopowo, płaskim materiałem o wła�ciwo�ciach 
ortotropowych (rys. 7). 
 

 
 

Rys. 7. Modelowanie k-tej warstwy kompozytu 

Budowa kompozytu sprawia, �e orientacja włókien w ka�dej k-tej warstwie 
mo�e by� inna w stosunku do dowolnie przyj�tego globalnego układu odniesienia 
(rys. 8). W oparciu o odpowiednie relacje transformacyjne macierz zast�pczych 
współczynników przewodno�ci cieplnej dla ortotropowej warstwy kompozytu, 
okre�lona w globalnym układzie współrz�dnych, jest wyra�ona zale�no�ci� [3, 7]: 
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Rys. 8.  Kierunki główne i dowolne k-tej warstwy kompozytu 
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Zgodnie z przyj�tymi zało�eniami, wielowarstwowy kompozyt jako cało�� 
tworzy makroskopowo jednorodny materiał ortotropowy o własno�ciach b�d�-
cych wypadkow� własno�ci tworz�cych go warstw. Mo�na wykaza�, �e cieplne 
współczynniki przewodno�ci wielowarstwowego materiału kompozytowego 
opisuj� nast�puj�ce zale�no�ci [3]: 

                �
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n

1k

kk
yy h

h
11
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gdzie: �
=

=
n

1i
khh oznacza grubo�� kompozytu, hk grubo�� k-tej warstwy kompo-

zytu, za� n liczb� warstw. 
Tak wi�c głównym celem modelowania kompozytu obci��onego termicznie 

jest wyznaczenie zast�pczych współczynników przewodno�ci cieplnej dla 
wielowarstwowego materiału kompozytowego, dla ró�nych kształtów przekroju 
poprzecznego włókien wypełniaj�cych matryc�, a nast�pnie okre�lenie macierzy 
przewodno�ci tego materiału konstrukcyjnego w funkcji parametrów 
materiałowych i geometrycznych opisuj�cych jego struktur�. 

Otrzymany ortotropowy model kompozytu stanowi punkt wyj�cia do 
sformułowania zadania optymalizacji w procesie projektowania optymalnej 
struktury kompozytowych elementów konstrukcyjny pracuj�cych pod 
obci��eniem cieplnym. 

5. SFORMUŁOWANIE ZADANIA OPTYMALIZACJI 

Mo�liwo�� kształtowania budowy kompozytów pozwala uzyska� ��dane 
własno�ci tych materiałów konstrukcyjnych poprzez optymalne zaprojektowanie 
ich struktury, a przede wszystkim wła�ciwe rozmieszczenie i zorientowanie 
włókien wypełniaj�cych w macierzy w poszczególnych warstwach. Własno�ci 
termiczne materiału kompozytowego, jak wspomniano wcze�niej, zale�� 
od własno�ci termicznych matrycy i włókien wzmacniaj�cych oraz od 
obj�to�ciowego udziału i kształtu przekroju włókien wzmacniaj�cych w war-
stwach laminatu oraz orientacji i uło�enia włókien w analizowanym elemencie 
konstrukcyjnym, a tak�e liczby i grubo�ci warstw. 

Ka�dy z wymienionych parametrów w ró�nym stopniu decyduje o własno-
�ciach termicznych kompozytu, a w konsekwencji tak�e wykonanego z niego 
elementu konstrukcyjnego i mo�e by� traktowany jako zmienna decyzyjna 
w procesie projektowania jego struktury. Jednak pełne zalety takich materiałów 
konstrukcyjnych uzyskuje si� w przypadku optymalnego rozmieszczenia 
i zorientowania włókien w matrycy w poszczególnych warstwach kompozytu 
z punktu widzenia przyj�tej w procesie optymalizacji miary jako�ci kompozytu. 
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W zwi�zku z tym z grupy parametrów opisuj�cych struktur� kompo-
zytowego materiału w procesie jej optymalnego projektowania przyj�to jako 
znane parametry deterministyczne własno�ci termiczne włókien i matrycy oraz 
liczb� i grubo�� warstw, za� jako zmienne projektowe przyj�to orientacj� i/lub 
kształt włókien w ka�dej warstwie. 

Jak pokazano na rys. 9, orientacja włókien wzmacniaj�cych θk jest okre�lona 
poprzez k�t zawarty pomi�dzy osi� włókien w dowolnym „i-tym” punkcie „k-tej” 
warstwy kompozytu a osi� y1 globalnego układu odniesienia [8]. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

Rys. 9. Orientacja włókna w warstwie kompozytu 

W obszarze warstwy parametr ten mo�e by� stały i wówczas włókna s� 
uło�one prostoliniowo w matrycy lub mo�e by� zmienny i wtedy włókna 
w matrycy s� rozmieszczone krzywoliniowo. W tym drugim przypadku 
orientacja włókien zale�y od zbioru parametrów kształtu sk okre�laj�cych krzyw� 
przyj�t� do opisu kształtu osi tzw. „włókna wzorcowego” w k-tej warstwie 
kompozytu. Reasumuj�c, rozmieszczenie włókien w materiale kompozytowym 
mo�na wi�c okre�li� poprzez zbiór parametrów kształtu sk definiuj�cych uło�enie 
włókien w ka�dej warstwie, tj. orientacj� i/lub ich kształt. Wymienione parametry 
stanowi� wektor zmiennych projektowych b = {sk }. 

Projektowanie optymalnych struktur kompozytowych zostało rozpatrzone 
pod k�tem uzyskania przez element konstrukcyjny wykonany z tego materiału 
okre�lonych własno�ci termicznych. W zwi�zku z tym jako funkcjonał celu 
przyj�to pewn� lokaln� lub globaln� miar� jako�ci, opisuj�c� zachowanie si� 
elementu konstrukcyjnego pod wpływem działaj�cych obci��e� z uwagi na 
przyj�te zmienne projektowe. W ogólnej formie funkcjonał celu Fc został 
wyra�ony jako [9,10]: 

 ( ) ( )� � Γγ+Ω∇Γ= ∞ dT,q,Tdf,,T,TF nc q  (22) 

gdzie Γ i γ s� ci�głymi i ró�niczkowalnymi funkcjami swoich argumentów.  
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Optymalne projektowanie wymaga ponadto wprowadzenia ograniczenia, 
którym mog� by� nało�one ograniczenia termiczne, parametry strukturalne 
materiału kompozytowego (g�sto�� włókien) lub koszt wykonania materiału 
konstrukcji kompozytowej, które zale�� od warto�ci zmiennych projektowych.  

Zadanie optymalnego projektowania mo�na wi�c okre�li� ogólnie jako 
poszukiwanie minimum lub maksimum funkcjonału celu w odpowiedniej postaci 
z wprowadzonym ograniczeniem.  

Ostatecznie, rozpatrywany problem projektowania optymalnych struktur 
kompozytowych został zapisany w postaci nast�puj�cego zadania opty- 
malizacji: 

 )(
c

F.max(
c

F.min b   b) lub  (23) 

przy spełnieniu ogranicze� termicznych: 0R)(R 0i ≤−b  lub ograniczonym koszcie 
materiału: 0K)(K 0 ≤−b , gdzie R0 jest nało�on� z góry pewn� własno�ci� 
termiczn� konstrukcji, za� K0 zadanym maksymalnym kosztem kompozytowej 
struktury. 

Reasumuj�c, zadanie optymalizacyjne b�dzie rozpatrywane przede 
wszystkim z uwagi na kształt i orientacje włókien wypełniaj�cych w matrycy, 
które to cechy przyj�to jako zmienne parametry projektowania. Jako funkcjonał 
celu zostanie zbadana maksymalna lub minimalna warto�� strumienia ciepła lub 
rozkład temperatury na brzegu oraz w obszarze ciała. 

6. HYBRYDOWY SYSTEM OPTYMALIZACJI 
STRUKTURY MATERIAŁÓW KOMPOZYTOWYCH 

Do rozwi�zania sformułowanego zadania optymalnego projektowania 
struktury materiałów kompozytowych opracowany został tzw. hybrydowy system 
optymalizacyjny, składaj�cy si� z dwóch współpracuj�cych ze sob� algorytmów: 
ewolucyjnego i gradientowego (rys. 10). 



El�bieta Radaszewska 
 

 

67 

 
 

Rys. 10. Hybrydowy system optymalizacyjny 

Hybrydowy system optymalizacyjny został dodatkowo rozszerzony o metod� 
elementów sko�czonych, słu��c� do rozwi�zywania zadania analizy układów 
termicznych kompozytowych elementów konstrukcyjnych oraz metod� bezpo-
�redni� analizy wra�liwo�ci, przeznaczon� do wyznaczania pochodnych pól stanu 
powstaj�cych w konstrukcji z uwagi na przyj�te zmienne projektowe.  

Pierwszy etap optymalizacji stanowi algorytm ewolucyjny, który oparty jest 
na na�ladowaniu naturalnych procesów zachodz�cych w przyrodzie [11]. 

Algorytm ewolucyjny startuje z losowo wybranego punktu pocz�tkowego, 
generuj�c w kolejnych pokoleniach rozwi�zanie bli�sze rozwi�zaniu opty-
malnemu. W kroku oceny populacji algorytm współpracuje z metod� elementów 
sko�czonych [2], w której zostaj� wyznaczone pola stanu obci��onej termicznie 
kompozytowej konstrukcji z uwagi na wygenerowane w aktualnej populacji 
warto�ci zmiennych projektowych, a w konsekwencji tak�e warto�� rozpa-
trywanego funkcjonału celu. 

W celu zwi�kszenia efektywno�ci oblicze� zastosowano jedn� z gradien-
towych technik optymalizacyjnych, a mianowicie metod� zmiennej metryki [12],  
przy czym algorytm startuje z punktu wygenerowanego w ko�cowej fazie 
algorytmu ewolucyjnego. 

Zastosowanie metody zmiennej metryki w procesie optymalizacji struktury 
kompozytowych elementów konstrukcyjnych wymagało obliczenia gradientu 
(wra�liwo�ci pierwszego rz�du) funkcjonału mierz�cego jako�� konstrukcji  
wzgl�dem zmiennych projektowych. Dla funkcjonału celu Fc, okre�lonego 
zale�no�ci� (22), jego wra�liwo�� pierwszego rz�du z uwagi na i-t� składow� 
wektora zmiennych projektowania bi (gdzie: i = 1, ... , p) ma posta�: 
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 �� Γγ+Γγ+ΩΓ+ΩΓ= ])(dd[])(dd[F pppppc,
 (24) 

i wymaga znajomo�ci pochodnych pól stanu. Do ich wyznaczenia zastosowano 
metod� bezpo�redni� analizy wra�liwo�ci [9, 10]. W metodzie tej, nieznane 
pochodne pól stanu obliczane s� przez rozwi�zanie pewnych dodatkowych 
problemów przewodzenia ciepła, opisanych równaniami otrzymanymi w wyniku 
zró�niczkowania równa� problemu podstawowego wzgl�dem ka�dego elementu 
wektora zmiennych projektowych.  

Problem dodatkowy przewodzenia ciepła stowarzyszony z p-tym 
parametrem projektowania jest opisany równaniem przewodzenia, warunkami 
brzegowymi, których posta� wynika z odpowiednich równa� dla problemu 
podstawowego.  

Równanie przewodzenia dla problemu dodatkowego okre�lamy ró�niczkuj�c 
równanie przewodzenia w układzie podstawowym wzgl�dem parametru 
projektowania b. Warunki brzegowe na fragmentach  brzegu zewn�trznego, w 
układzie dodatkowym stowarzyszonym z p-tym parametrem projektowania, 
mo�na otrzyma� przez zró�niczkowanie równa� dla układu podstawowego. 
Ka�dy z problemów dodatkowych jest definiowany przez ró�niczkowe równanie 
przewodzenia w układzie dodatkowym oraz warunki brzegowe na okre�lonych 
cz��ciach brzegu zewn�trznego [10]. 

Ró�niczkuj�c zatem równania (1-3), opisuj�ce zachowanie si� konstrukcji 
podstawowej (rys. 2), wzgl�dem zmiennej bi, otrzymujemy: 
� równanie przewodzenia w układzie dodatkowym: 
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� warunki brzegowe w układzie dodatkowym: 
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Otrzymany układ równa� (25-26) opisuje tzw. „i-t� konstrukcj� dodatkow�”  

o takim samym kształcie i wykonan� z materiału kompozytowego o takich 
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samych parametrach termicznych jak konstrukcja podstawowa, ale poddan� 
działaniu dodatkowego wst�pnego strumienia cieplnego q* (rys. 11).  

 

 

 

 

 

Rys. 11. Problem dodatkowy ustalonego przewodzenia ciepła dla i-tej konstrukcji 
dodatkowej rozpatrywanej w analizie wra�liwo�ci 

Szukane pochodne pól konstrukcji podstawowej wyra�aj� si� zatem przez 
odpowiednie pola stanu i-tej konstrukcji dodatkowej i s� otrzymywane  
w wyniku rozwi�zania układu równa� (25-26). W praktyce analityczne wyra�enia 
na wra�liwo�� poddaje si� dyskretyzacji i oblicza numerycznie przy 
wykorzystaniu metody elementów sko�czonych [2]. Rozwi�zanie problemu 
podstawowego pozwala wyznaczy� w�złowe warto�ci temperatury w analizo-
wanej konstrukcji kompozytowej oraz ich kolejne pochodne, potrzebne w etapie 
syntezy do wyznaczenia wra�liwo�ci pierwszego rz�du lokalnych i/lub 
globalnych miar jako�ci konstrukcji, ze wzgl�du na parametry projektowania, 
potrzebnych w procesie optymalizacji konstrukcji kompozytowej. 

7. NUMERYCZNE PRZYKŁADY OBLICZENIOWE 

W rozdziale tym przedstawiono praktyczne rozwi�zanie rozpatrywanego  
w pracy problemu projektowania optymalnych struktur kompozytowych 
obci��onych termicznie.  

 
Optymalne projektowanie trójwarstwowej prostok�tnej tarczy 

wzmocnionej włóknami o przekroju kołowym 
 

W przykładzie tym rozpatrywana jest prostok�tna tarcza o wymiarach  
400 x 200 mm, izolowana cieplnie wzdłu� trzech brzegów i poddana działaniu 
obci��enia cieplnego w postaci konwekcji wzdłu� brzegu CD (rys. 12), 
oraz punktowemu obci��eniu  cieplnemu w punkcie E o okre�lonej warto�ci. 
Tarcza wykonana jest z kompozytu w postaci laminatu zbudowanego z 3 warstw 
epoksydowej matrycy, wypełnionych  jednokierunkowo włóknami szklanymi 
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o kołowym przekroju poprzecznym włókien i okre�lonych poni�ej danych 
materiałowych.  

 

 

 

 

 

 

 

 

Rys. 12. Element konstrukcyjny poddany warunkom brzegowym 

Problem optymalnego projektowania tarczy rozpatrzono dla trzech ró�nych 
funkcjonałów celu, uwzgl�dniaj�c prostoliniowy kształt osi włókien wypeł-
niaj�cych. Przykład ten ma pokaza� w jaki sposób kryterium optymalizacyjne 
wpływa na wyniki przy zachowaniu tych samych warunków brzegowych.  

Do poszukiwania optymalnych rozwi�za� zastosowano ewolucyjny system 
optymalizacyjny. Zadanie rozwi�zano dla modelu dyskretnego, dziel�c obszar 
tarczy na trójk�tne, trójw�złowe elementy sko�czone.  

Jako zmienne projektowe przyj�to dwa niezale�ne parametry: k�ty θ1 i θ2  
opisuj�ce uło�enie jednej rodziny prostoliniowych włókien wypełniaj�cych 
odpowiednio w warstwach zewn�trznych kompozytowego materiału i warstwie 
�rodkowej. Zakres zmienno�ci dla ka�dego parametru przyj�to w granicach 
od  0o  do 180o . 

W wyniku przeprowadzonej optymalizacji, przy u�yciu ewolucyjnego 
systemu, uzyskano optymalne warto�ci zmiennych projektowych dla nast�-
puj�cych problemów [9, 10]: 

 

1) Funkcjonał celu uwzgl�dniaj�cy strumie� ciepła na brzegu konstrukcji lub 
jego cz��ci, który ma nast�puj�c� posta�:  

 �
Γ

Γ= dqF nc  (27) 

W zale�no�ci od wymaga�, które stawiamy kompozytowi (projektujemy 
optymalny izolator cieplny lub przewodnik uwzgl�dniaj�c przyj�te warunki 
brzegowe) funkcjonał (27) powinien odpowiednio osi�ga� warto�� minimaln� lub 
maksymaln�.  

Dane materiałowe 
konstrukcji: 
włókna:  
λw  = 0.04 W/(mK) 
matryca:  
λm = 0.3 W/(mK) 
ρw = 0.3 
h = 50 
T∞ = 25°C 
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2) Funkcjonał celu b�d�cy miar� temperatury, okre�lony na cało�ci lub cz��ci 
brzegu kompozytowej konstrukcji, mo�na okre�li� nast�puj�co:  
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gdzie T0 oznacza górny poziom dopuszczalnej temperatury, za� n parzyst� liczb� 
całkowit�. Przy n → ∞ minimalizacja powy�szego funkcjonału daje wyrównanie 
rozkładu temperatury na swobodnym brzegu i minimalizacj� jej maksymalnych 
lokalnych warto�ci.  
3) Funkcjonał celu b�d�cy miar� temperatury, okre�lony w całej lub cz��ci 

obj�to�ci kompozytowej konstrukcji, maj�cy posta� opisan� nast�puj�c� 
zale�no�ci�:             
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Minimalizacja powy�szego funkcjonału daje wyrównanie rozkładu 
temperatury wewn�trz optymalizowanej konstrukcji. 

Otrzymane warto�ci zmiennych projektowych: θ1 i θ2, dla okre�lonych 
zale�no�ciami (27), (28) oraz (29) funkcjonałów celu, uzyskane w wyniku 
przeprowadzonej optymalizacji oraz odpowiadaj�ce im warto�ci funkcjonałów 
celu, zostały zestawione w tabeli 1.    

Tabela 1. Wyniki procesu optymalizacji przy u�yciu systemu ewolucyjnego 

Zmienne projektowe Funkcjonał celu 

ΓΓΓΓFc Warstwy 
zewn�trzne 

Warstwa 
�rodkowa 

Fcmin  lub Fcmax 

θ1 = 46o θ2 = 46o Fcmax = 12.76 W Problem I 

funkcjonał (27) θ1 =  136o θ2 = 136o Fcmin = 11.47 W 

θ1 = 118o θ2 = 118o Fcmin = 0.84 Problem II 

funkcjonał (28) θ1 = 0o θ2 = 0o Fcpor = 0.83 

θ1 = 20o θ2 = 20o Fcmin = 0.97 Problem III 

funkcjonał (28) θ1 = 0o θ2 = 0o Fcpor = 1.00 
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Optymalne uło�enie prostoliniowych włókien w poszczególnych warstwach 
kompozytowego materiału tarczy dla analizowanych problemów przedstawiono 
odpowiednio na rys. 13,  14 oraz 15. 

Aby zobaczy� jaki wpływ mo�e mie� optymalne uło�enie włókien na 
własno�ci konstrukcji, porównano optymalny element konstrukcyjny z identy-
cznym elementem konstrukcyjnym wykonanym z tego samego materiału, 
ale w postaci warstwy kompozytu wzmocnionej jednokierunkowo włóknami 
uło�onymi równolegle do osi y1 lub z  najgorszym rozwi�zaniem dla danego typu 
konstrukcji. 

Problem I  

 
Rys. 13. Uło�enie włókien dla tarczy: a) realizuj�cej maksimum funkcjonału 27,  

b) realizuj�cej minimum funkcjonału 27 

 

Rys. 14. Rozkłady strumienia ciepła na swobodnym brzegu 
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Problem II 

 

Rys. 15. Uło�enie włókien w tarczy optymalnej i porównawczej 

Problem III 

 

Rys. 16. Optymalne uło�enie włókien w tarczy optymalnej i porównawczej 

Rozkład temperatur dla analizowanej konstrukcji kompozytowej, dla której 
nast�puje wyrównanie rozkładu temperatury wewn�trz obszaru, przedstawiono 
na rys. 17.  
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Rys. 17. Rozkład temperatur w obszarze tarczy optymalnej a) i porównawczej b) 

We wszystkich prezentowanych przykładach rozpatrywano problem 
wła�ciwo�ci termicznych konstrukcji, które mog� mie� wpływ na jej własno�ci 
u�ytkowe. W zale�no�ci od wybranego kryterium optymalizacyjnego, definiu-
j�cego u�yteczno�� konstrukcji w wybranych warunkach eksploatacyjnych, 
otrzymano diametralnie ró�ne uło�enie włókien w kompozycie. Fakt ten 
wskazuje na konieczno�� precyzyjnego doboru kryteriów jako�ci, które pozwol� 
na wła�ciwe dobranie parametrów materiałowych konstrukcji do warunków 
eksploatacyjnych. 

Projektowanie konstrukcji kompozytowej z wypełnieniem 
włóknami prostoliniowymi i parabolicznymi 

Problem optymalnego projektowania tarczy kompozytowej jako przewod-
nika cieplnego, sformułowany w postaci (30), rozpatrzono dla dwóch ró�nych 
klas kształtu osi włókien wypełniaj�cych: prostoliniowych oraz krzywoliniowych 
o osi opisanej zadan� funkcj� parabol�: 

 �
Γ

Γ=
Fc

qdFc → max (30) 

Wektor zmiennych projektowania b jest wektorem parametrów kształtu 
przyj�tych do opisu kształtu osi włókna wzorcowego w poszczególnych 
warstwach kompozytu. 

Optymalnemu projektowaniu został poddany materiał kompozytowy 
elementu konstrukcyjnego przedstawionego na rys.18. Tarcza wykonana jest 
z kompozytu w postaci laminatu zbudowanego z 3 warstw epoksydowej matrycy 
wypełnionych  jednokierunkowo włóknami szklanymi o kołowym przekroju 
poprzecznym włókien i okre�lonych poni�ej danych materiałowych. 
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Rys. 18. Element konstrukcyjny poddany warunkom brzegowym 

Obliczenia wykonano dla ustalonego przepływu ciepła. W pracy przyj�to, 
�e na dwóch brzegach kompozytowego k�townika  spełnione s� okre�lone 
warunki brzegowe, pozostałe kraw�dzie przyj�to, �e s� izolowane cieplnie qn = 0. 
Na brzegu obci��onym cieplnie mniejsz� temperatur� obliczono warto�� 
funkcjonału celu (30).  

Zadanie rozwi�zano dla modelu dyskretnego, dziel�c obszar tarczy na 
trójk�tne, trójw�złowe elementy sko�czone. 

 

Włókna prostoliniowe 

W pierwszym z przypadków jako zmienne projektowe przyj�to dwa 
niezale�ne parametry: k�ty θ1 i θ2. Dla ka�dego z parametrów przyj�to 
przedział zmienno�ci w granicach od 0o do 180o opisuj�cy uło�enie jednej 
rodziny prostoliniowych włókien wypełniaj�cych odpowiednio w warstwie 
�rodkowej i warstwach zewn�trznych kompozytowego materiału przedsta-
wionego na rys. 18. 

 

 

Rys. 19. Zmienne projektowe dla prostoliniowego włókna wzorcowego 
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W wyniku przeprowadzonej optymalizacji przy u�yciu systemu ewolu-
cyjnego uzyskano nast�puj�ce warto�ci dla przyj�tych zmiennych projektowych: 
θ1 = 33o i θ2 = 85o, dla których to warto�ci, funkcjonał celu (30) wyniósł 
Fc  = 10,91[W]. 

Optymalne uło�enie prostoliniowych włókien w poszczególnych warstwach 
kompozytowego k�townika przedstawiono na rys. 20. 

Włókna krzywoliniowe 

Problem optymalnego projektowania kompozytowego elementu 
konstrukcyjnego przedstawionego na rys.18 rozpatrzono nast�pnie dla przypadku 
wypełnienia warstw kompozytu rodzin� parabolicznych włókien. W rozpatry-
wanym zadaniu przyj�to szczególne postacie równa� opisuj�cych kształt włókna 
wypełniaj�cego, a mianowicie: 2

1112 )py(ay −=  w warstwie �rodkowej dla 
ϕ1 = 0o parabola o ramionach symetrycznych wzgl�dem osi y2, 2

2221 )py(ay −=  
w warstwach zewn�trznych dla ϕ2 = 90o parabola o ramionach symetrycznych 
wzgl�dem osi y1. Parametrami projektowymi były zatem cztery niezale�ne 
współczynniki a1,  p1 oraz a2,  p2. 

W wyniku przeprowadzonej optymalizacji maksymalna warto�� funkcjo- 
nału celu (30) wyniosła Fc = 13,16 [W]. Uło�enie włókien w poszczególnych 
warstwach kompozytowego materiału konstrukcji po optymalizacji rodzinami 
prostoliniowych i parabolicznych włókien przedstawiono na rys. 20.  

warstwy zewn�trzne 

  
warstwa �rodkowa 

  

Rys. 20. Element konstrukcyjny po optymalizacji rodzin� prostoliniowych 
i parabolicznych włókien 
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Porównuj�c optymalne warto�ciami funkcji celu uzyskane w rozpatrywanych 
klasach kształtu osi włókien wypełniaj�cych, stwierdzono około 21% wzrost 
nat��enia strumienia cieplnego na brzegu obci��onym cieplnie mniejsz� 
temperatur� po optymalizacji rodzinami włókien parabolicznych, co pozwala na 
zaprojektowanie konstrukcji kompozytowej o wy�szych własno�ciach przewo-
dz�cych ciepło ni� w przypadku konstrukcji wypełnionej rodzin� włókien 
prostoliniowych.  

8. PODSUMOWANIE 

Wyniki przedstawione w rozprawie pozwalaj� stwierdzi�, �e dobór 
odpowiedniego kształtu osi włókien wypełniaj�cych w kompozycie wpływa 
istotnie na uzyskiwane własno�ci termiczne wykonanego z niego elementu 
konstrukcyjnego. Projektowanie całkiem dowolnego, a czasami skompli-
kowanego kształtu włókien wypełniaj�cych jest niewskazane z technologicznego 
punktu widzenia. Tak wi�c mo�na stwierdzi�, �e pełne zalety kompozytowych 
materiałów konstrukcyjnych mo�na uzyska� w przypadku optymalnego 
projektowania ich struktury, a przede wszystkim wła�ciwego rozmieszczenia 
i zorientowania włókien wypełniaj�cych w matrycy z punktu widzenia przyj�tej 
w procesie optymalizacji miary jako�ci kompozytu.   

Zaproponowana technika optymalizacyjna, polegaj�ca na poł�czeniu 
algorytmu ewolucyjnego z algorytmem gradientowym, jest efektywnym narz�-
dziem w rozwi�zywaniu zada� projektowania optymalnych struktur kompozytów 
włóknistych. 

Uzyskane wyniki mog� stanowi� punkt wyj�cia do projektowania struktury 
materiału kompozytowego stanowi�cego tworzywo konkretnej konstrukcji 
pracuj�cej pod zadanym obci��eniem, pozwalaj�c tym samym unikn�� 
kosztownych i pracochłonnych bada� do�wiadczalnych, które mo�na ograniczy� 
do ko�cowych bada� eksperymentalnych gotowej konstrukcji. 
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THE COMPUTER ORIENTED ANALYSIS AND OPTIMAL 
DESIGN OF FIBRE COMPOSITES SUBJECTED 

TO THERMAL LOAD  

Summary 

The dissertation is devoted to the problem of optimal design of two-
dimensional structures made of filling fibre composite materials subjected to 
thermal loading. The problem of optimal design of fibre shape or orientation 
in the composite so that that the structural element made from this material 
fulfils the requirements imposed on its thermal properties. A homogeneous 
orthotropic model of the composite material is introduced for the purposes 
of structural analysis and optimal design of the most profitable orientation 
of fibers arrangement for the assumed structural behavior.  The hybrid 
optimisation algorithm, consists of a sequence of evolution and gradient-
oriented procedures, is applied during design process and it is supplemented 
with finite element method of heat transfer analysis. 
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