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W pracy zajeto sie problemem modelowania, analizy i projektowania
optymalnych struktur kompozytow widknistych obciqzonych termicznie tak,
aby element konstrukcyjny wykonany 7 tego materiatu spetniat stawiane
wymagania w zakresie okreslonych wiasnosci termicznych. Problem ten
rozpatrzono z uwagi na orientacje oraz ksztalt osi widkien wypetniajgcych
w  poszczegolnych warstwach materiatu kompozytowego oraz ksztalt
przekroju poprzecznego widkien. Do poszukiwania optymalnych rozwiqzan
opracowano system optymalizacyjny bedqcy potqczeniem algorytmow
ewolucyjnych i gradientowych rozszerzonych o metode elementow
skonczonych analizy uktadow termicznych oraz analize wrazliwosci.
Efektywnos¢ opracowanej techniki optymalizacyjnej zostata zweryfikowana
w pracy w postaci numerycznych przyktadow obliczeniowych.

1. WPROWADZENIE

Problemy przewodzenia i wymiany ciepta sa zagadnieniami uniwersalnymi,
majacymi zastosowanie praktyczne w wielu dziedzinach techniki, w tym réwniez
w wyrobach 1 konstrukcjach kompozytowych. Wynika ono ze znacznej liczby
rzeczywistych probleméw wymiany ciepla, réznorodnosci ich przebiegu oraz
narastajacej tendencji do numerycznego modelowania przeptywu ciepta
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w wyrobach i konstrukcjach kompozytowych. Rozwiazanie tych probleméw
moze doprowadzi¢ do podwyzszenia wartosci uzytkowej i handlowej oma-
wianych wyrobow i konstrukcji przewodzacych ciepto oraz przynie$¢ efekty
ekonomiczne.

Rozwdéj nowych technologii powoduje, ze wspodtczesny inzynier-konstruktor
dostaje do swej dyspozycji nowe materiaty o wlasno$ciach znacznie
odbiegajacych od wlasnosci tradycyjnych materiatéw konstrukcyjnych. Do grupy
takich materialéw naleza m.in. kompozyty widkniste bgdace mieszaning
materialtu matrycy i wzmocnienia w postaci widkien, z ktérych obecnie
wytwarzane sa najrozniejsze wyroby stosowane praktycznie we wszystkich
dziedzinach techniki i zycia codziennego. Kompozyty widkniste wykazuja
najlepsze wilasnosci termiczne i wytrzymatosciowe przy najmniejszym cigzarze
wlasciwym sposréd wszystkich materiatéw kompozytowych oraz charakteryzuja
si¢ wzglednie niska cena. Dlatego tez materialy te sa coraz powszechniej
uzywane Ww zastosowaniach technicznych oraz znajduja coraz wigksze
zastosowanie w réznego rodzaju konstrukcjach, dla pracy ktérych wtasnosci te
maja ogromne znaczenie.

Jednym z istotnych zjawisk fizycznych zachodzacych w kompozycie jest
zjawisko przeptywu ciepta. Jest ono bardzo istotne przy projektowaniu
optymalnych izolatoréw lub radiatoréw. W przypadku konstrukcji wykonanych
z materialéw kompozytowych, analiza ich zachowania si¢ pod obciazeniem
cieplnym jest nieroziaczna od analizy kompozytu i cech charakterystycznych
jego budowy, gdyz termiczne charakterystyki materialowe kompozytowego
elementu konstrukcyjnego sa Scisle zwiazane z budowa kompozytu. Mozna wigc
powiedzie¢, ze kazda konstrukcja wymaga indywidualnego zaprojektowania
optymalnego dla niej materialu kompozytowego, poprzez dobér najlepszego
zestawu parametréw strukturalnych, takich jak: wlasno$ci termiczne matrycy
i widkien, objgtosciowy udzial i ksztatt przekroju widkien wypetniajacych
w warstwach, orientacja i ulozenie widkien w analizowanym elemencie
konstrukcyjnym, czy tez liczba i grubo$¢ warstw. Kompozyty stosowane
w konstrukcjach musza charakteryzowa¢ si¢ wigc odpowiednimi wilasnosciami
termicznymi, zaréwno w niskiej, jak 1 wysokiej temperaturze. Od tych
parametréw, przede wszystkim, zalezy ich jako$¢ i dtugotrwato$¢. Ze wzrostem
temperatury obnizaja si¢ wlasnosci wytrzymatosciowe, rosnie plastycznos¢,
a odwrotnie z obnizeniem temperatury zwigksza si¢ sktonno$¢ do kruchego
pekania. Rozwazenie zagadnienia przeptywu ciepta w materiale kompozytowym
ma wigc szerokie zastosowanie praktyczne i wplywa na bezpieczenstwo
uzytkownikéw konstrukcji wykonanych z tych materiatéw.
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2. OBIEKT BADAN

W pracy zostaty rozpatrzone plaskie, dwuwymiarowe elementy konstruk-
cyjne obcigzone termicznie (rys. 1), wykonane z mikroskopowo niejednorodnego
materiatlu kompozytowego w postaci jedno lub wielowarstwowego laminatu
sktadajacego si¢ z warstw matrycy wypelnionych witdéknami o réznych od
matrycy wlasno$ciach termicznych.

Mikroskopowo niejednorodny material kompozytowy zostal zastgpiony,
dla celéw analizy zjawiska przeplywu ciepla w elemencie konstrukcyjnym,
w skali makroskopowej, jednorodnym materiatem ortotropowym. Wtasno$ci
termiczne takiego materialu zaleza od wilasnosci termicznych matrycy i widkien
wypetniajacych oraz liczby warstw wytwarzanego materiatu s, oraz od udziatu
objetosciowego i ksztattu przekroju i osi wypetniajacych widkien w poszczegél-
nych warstwach laminatu.

wickna (4,,; p,*)

matryca (4,,)

Rys. 1. Kompozytowy element konstrukcyjny

W pracy zatozono, ze matryca jest jednorodna, izotropowa o okreslonym
wspoétczynniku przewodzenia ciepta A,, za$ widkna sa dlugie, jednorodne,
izotropowe o wspétczynniku przewodzenia ciepta A, oraz réwnomiernie
i jednokierunkowo roztozone w matrycy, a ich wudzial objgtosciowy
w poszczegblnych warstwach kompozytu wynosi p,*.

3. PRZEWODZENIE CIEPLA

W pracy zostalo rozpatrzone zagadnienie dwuwymiarowego ustalonego
przewodnictwa cieplnego w materiale kompozytowym. Zagadnienie to opisano
réwnaniem rézniczkowym ustalonego przewodnictwa ciepta, ktére uzupetniono
odpowiednimi warunkami brzegowymi.

Przewodzeniem ciepta w ciatach stalych i nieruchomych cieczach rzadzi
prawo Fouriera [1], zgodnie z ktérym natgzenie strumienia przewodzonego ciepta
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jest proporcjonalne do gradientu temperatury mierzonego wzdluz kierunku
przeptywu ciepta:

q=-AVT, (D

gdzie:q - natgzenie strumienia przewodzonego ciepta, VI — gradient pola

temperatury, A — macierz wspétczynnikow przewodzenia.

Zagadnienie dwuwymiarowego ustalonego przewodzenia ciepta, w przy-
padku gdy parametry fizyczne ciata nie zaleza od temperatury, sprowadza si¢ do
rozwiazania w obszarze 2 réwnania (2) z odpowiednimi warunkami brzegowymi
panujacymi na brzegu I" (rys. 2):

divq+f =0 (2)

gdzie: f — wewnetrzne zrédto ciepta.

Obszar Q: A, f

Y2

Rys. 2. Plaski material kompozytowy poddany warunkom brzegowym

Warunki brzegowe sa sformutowane w og6lnej postaci jako pewne wielkosci
fizyczne okre$lone na konkretnych fragmentach brzegu rozpatrywanego ciala,
opisujace wymiang ciepta i moga by¢ zadane na trzy sposoby:
= warunki brzegowe pierwszego rodzaju, tzw. warunki Dirichleta,

okreslone sa przez rozktad temperatury T = T° na brzegu I'r,
= warunki brzegowe drugiego rodzaju, tzw. warunki Neumanna,

okreslone sa przez warto$¢ natezenia strumienia cieplnego q, = q,’

na brzegu ciata I, 3
= warunki brzegowe trzeciego rodzaju, tzw. warunki Henkela, okre§lone

sq poprzez temperaturg otaczajacego osrodka oraz zalezno$¢, ktdra

opisuje wymiang ciepla mi¢dzy cialem a tym osrodkiem g, = h(T -T..)

na brzegu I'..
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Réwnanie (2), uwzgledniajac (1) w ukladzie wspétrzednych prostokatnych
w kierunku gtéwnych osi ortotropii materiatu, ma nastgpujaca postac:

o°’T o°T
A +A = f(x,,x,) 4)

x 2 X 2
' ox, 2 ox,

Transformujac réwnanie (4) do globalnego uktadu wspétrzednych Oy,Oy,,
mozna napisac [2]:
9°’T 9°T o°T p) 9°’T

ﬂ/v 2 + V. y + .y y 2
b ayl 1Y aylayz 72" ayzayl %2 ayz

=fy,) (5)

Réwnanie rézniczkowe przewodzenia ciepta (5) wraz z warunkami
brzegowymi (3) pozwala na okre$lenie pola temperatury w obszarze kompo-
zytowego elementu konstrukcyjnego, tzn. warto$ci temperatury we wszystkich
punktach rozpatrywanego wyrobu.

4. MODELOWANIE MATERIALOW KOMPOZYTOWYCH
Z UWAGI NA ICH CIEPLNE WEASNOSCI

4.1. Cieplne wspotczynniki materialu kompozytowego

Wiasnosci cieplne materiatéw kompozytowych charakteryzuja zar6wno state
materiatlowe macierzy i witdkien, jak i sposéb ulozenia widkien w macierzy.
Materiaty kompozytowe zbudowane z powtarzalnych elementéw zwykle traktuje
si¢ dla celéw analizy jako jednorodne, czyli homogeniczne ciala o u$rednionych
cieplnych wspdtczynnikach wyznaczonych w oparciu o bilans cieplny oraz
podstawowe prawo Fouriera [3, 4]. W wyniku homogenizacji (usSrednienia
wlasno$ci termicznych materiatéw okresowo zmiennych, pozwalajacego na
traktowanie materialu niejednorodnego jako jednorodnego) otrzymuje si¢
wielkoSci opisujace charakter i1 szybko$¢ przewodzenia ciepta wewnatrz
materiatu, opisywane przede wszystkim wspotczynnikami przewodnosci cieplne;j.

Wiasnos$ci cieplne takiego zastgpczego materialu zaleza od wlasno$ci
termicznych macierzy i widkien wypetniajacych oraz od objgtosciowego udziatu
1 ksztattu przekroju witékien wypetniajacych w warstwach laminatu.

W pracy zaproponowano metodg obliczania zastgpczych wspdiczynnikow
przewodnos$ci cieplnej w kierunku wzdluznym i poprzecznym do wtdkien
dla elementu konstrukcyjnego wykonanego z wielowarstwowego materiatu
kompozytowego wypelnionego witéknami o réznym ksztalcie przekroju
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poprzecznego (prostokatny, kotowy, eliptyczny). Zostal réwniez zbudowany
jednorodny model zastgpczy kompozytu, ktéry stanowit punkt wyjscia do
sformutowania zadania optymalizacji w procesie jego projektowania.
W niniejszej pracy zostanie przedstawiona metoda obliczania zast¢pczych
wspélczynnikéw przewodnosci cieplnej w kierunku wzdluznym i poprzecznym
do widkien dla elementu kompozytowego wypelnionego witéknami o kotowym
ksztalcie przekroju poprzecznego.

Wzdluzna przewodnos¢ cieplna

Rozpatrzmy powtarzalny element warstwy kompozytu przedstawiony na
rys. 3. Zastgpczy wspotczynnik przewodnosci cieplnej wzdtuz widkien mozna
otrzymac z bilansu strumienia ciepta ptynacego w kierunku pokrywajacym si¢
z osig widkna, dla zalozonego takiego samego gradientu temperatury we widknie,
macierzy i zastgpczym materiale:

dT

q, =—(A,F, +A,F )d—=-7~x. (F, +F )— (6)
X

m~ m
1 1

gdzie: F,, F, — pole przekroju poprzecznego witdkna, macierzy, 4,, 4, —

wspélczynnik przewodnosci widkna, macierzy, p, = F WF — objetoSciowy
+

w m

udzial wiékna.

Uwzgledniajac wartosci wspdtczynnikéw przewodno$ci cieplnej widkna
i macierzy oraz udziat objgtosciowy poszczegdlnych faz z réwnania (6), uzyskuje
si¢ zalezno$¢ okreslajaca zastgpczy wzdluzny wspétczynnik przewodnosci
cieplnej:

Ao=p, (A, =2, )+A, (7)

a) b)

Rys. 3. Powtarzalny element warstwy kompozytowej: a) powtarzalny element,
b) zastgpczy ortotropowy materiat
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Poprzeczna przewodnos¢ cieplna

Przepltyw ciepta w kierunku poprzecznym do widkien w elemencie
przedstawionym na rys. 3a, zalezy od ksztaltu poprzecznego przekroju wtdkna.
W kazdej warstwie materialu kompozytowego ciepto przeptywa w jednej czgsci
warstwy szeregowo przez macierz i widkno, w drugiej tylko przez macierz, jak
schematycznie pokazano na rys. 4.

Ql | Ql Ql Ql
o Q Q
Q 2 % ) QQ Xo 2 Q
2/ )
X3 )Vm Q 2
Q ! Q ‘
a) b) c)
X2

Rys. 4. Proces modelowania przeptywu ciepta w warstwie materialu kompozytowego:
a) rzeczywisty materiat, b) przeptyw ciepta przez warstwy kompozytu, c) zastgpczy
ortotropowy materiat

Poprzeczna przewodnos$é cieplna dla widokien kotowych

Dla wiékna o kotowym przekroju poprzecznym rozpatruje si¢ w prosto-
katnym przekroju poprzecznym materialu zast¢pczego witékno o promieniu r
(rys. 5). Podobnie jak dla widkna o prostokatnym przekroju poprzecznym,
strumien ciepla przeptywa w jednej czgSci szeregowo tylko przez macierz,
w drugiej czeSci zaréwno przez macierz, jak i witdkno, przy czym drogi
strumienia sa zalezne od kata ¢ i wynosza:

dla macierzy a), =a, +r(l—cos@) dlawiékna b’ =rcose (8)

Bilans ciepla w warstwie o grubosci dx; mozna zapisa¢ nastgpujaca
zaleznoScia:

—A,

LT g =n, — 1o T jax, = b, T Te gy, )

rcosQ "a,+r(l-cos @ a,+r

Podstawiajac powyzsze odleglosci (8) do wzoru (9), wspdtczynnik przewodnosci
czes$ci warstwy okre$§lonej katem ¢ wynosi:
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A = m__ (10)
PX, 1+u cos
A
gdzie przez u oznaczono stala: u, =r)’( x—m—l . a przez r, wzgledna dhugos¢
: w
drogi strumienia w macierzy i wtdknie r, = L, (rys. 5).
: r
2
a) b}
X3k
X3a
9z
&) —
= Gaatatain, e
?‘ " & A q
_—
@ %
a, "
b'2 e a'g
c) d)
X34 X3“
92
—
Q1+
_—
L
q € r kx A
_’ 2
X2

Rys. 5. Prostokatny przekrdj poprzeczny materialu zastgpczego wypelnionego wtéknami
o kotowym ksztalcie przekroju poprzecznego: a) powtarzalny element, b) % czes¢
warstwy, c) obie czgéci warstwy kompozytu, d) zastgpczy ortotropowy materiat

Calkowity strumien ciepta w czg$ci warstwy, skladajacej si¢ z macierzy
i widkna potaczonych ze sobg réwnolegle zalezy od kata ¢. Strumien ciepla
ptynacy przez t¢ cz¢$¢ warstwy mozna wyrazi¢ nastgpujaca zaleznoscia:

lejﬂkcpxzdxs (11)

o a,*+r
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Poniewaz dx; = rcos(@)d@, réwnanie (11) mozna przedstawi¢ w nastgpujacej
postaci:

nIZT _TC
0= [T ey _colo

n do (12)
5 a,+r 1+ucos((p)

Traktujac t¢ warstwe jako materiat jednorodny (rys. 5c), usredniony catkowity
strumien ciepta w tej warstwie mozna przedstawi¢ w postaci:

0=[2"ten, ax, (13)

v a,+r

Poréwnanie (12) z (13) pozwala na wyznaczenie zastgpczego wspoétczynnika

przewodnosci cieplnej 4, W postaci:
—1+u
4ArcTanh| ———
A, \—1+u, ’

=Ll o (14)

}\'ACX -
¢ 2u, q[—1+u12

Druga typowa warstwa, przez ktéra plynie ciepto w zastgpczym ciele jest
macierz. Bilans ciepla w tej czgéci warstwy mozna zapisa¢ nastgpujaca
zaleznoScia:

+
r+a; TA —TC

a,+r

A, dx, (15)

Ostatecznie bilans ciepta w obu czgSciach warstwy, a tym samym przeptyw
ciepla w zastgpczym materiale kompozytowym, mozna zapisa¢c w postaci
nastgpujacej zaleznosci:

Q +Q,=Q (16)

T,-T T,-T T,-T
oS-, 2—Ca =-A —-—C(a,+1) (17)
fa,tr a,+r - fa,+r

-2
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Zastepczy wspélczynnik przewodnosci cieplnej warstwy materialu kompo-
zytowego w kierunku osi X, mozna przedstawic¢ zatem w postaci zaleznoSci:

A=A |1+1 Mocs 1 (18)
= T —_—
X, m X3 }\‘m

. ’ oy . . . . . , .
gdzie przez r, oznaczono wzgledna diugos¢ drogi strumienia w macierzy i wioknie:

=1t (19)

a,+r

Z uwagi na podobny ksztalt w kierunku osi X, i X3 zastgpczy wspétczynnik
przewodnosci cieplnej w kierunku x; wyprowadza si¢ analogicznie, zgodnie z
powyzszymi wzorami, odpowiednio zamieniajac w nich wskazniki wzglednych
wymiaréw, przy czym wzgledne drogi strumienia sa zalezne od kata (90-¢).

4.2. Modelowanie materialu kompozytowego

W pracy rozpatrzono dwuwymiarowe plaskie elementy konstrukcyjne
obciazone termicznie, wykonane z wielowarstwowego materiatu kompozytowego
w postaci laminatu sktadajacego si¢ z warstw macierzy wypetnionych widéknami,
w ktérym gérna i dolna warstwa byta izolowana cieplnie.

Do celow analizy pracy elementu konstrukcyjnego, mikroskopowo
niejednorodny materiat kompozytowy jest zastgpowany w skali makroskopowej
jednorodnym materialem ortotropowym (rys. 6), ktérego wtasnosci termiczne
zaleza od wiasnosci termicznych matrycy A, i widkien wypetniajacych A,
(k)

ksztattu przekroju poprzecznego widkien i udziatu objgtosciowego widkien p,;

oraz ich orientacji & w poszczegélnych warstwach, a takze liczby n i grubosci
warstw f.

a) b)

Rys. 6. Modelowanie materialu kompozytowego: a) rzeczywisty materiat,
b) zastgpczy ortotropowy materiat
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Dla tak okreslonego materiatu istnieja dwie wzajemnie prostopadie
ptaszczyzny symetrii, ktérych krawedzie przecigcia si¢ wyznaczaja gtéwne osie
ortotropii x;-x, materiatu, przy czym o$§ x; ma kierunek zgodny z kierunkiem
wibkna, a 0§ x, jest prostopadia do kierunku widkna (rys. 8).

W pracy przeprowadzono proces modelowania (homogenizacji) takich
kompozytéw w dwoéch etapach. Najpierw poddano procesowi homogenizacji
warstwy kompozytu sktadajace si¢ z wiékna i macierzy, nast¢pnie modelowano
wielowarstwowy material kompozytowy, zast¢pujac go jednorodnym materiatem
ortotropowym [5, 6].

Zgodnie z przyjetymi zatozeniami, kazda k-ta warstwa kompozytu jest
modelowana jednorodnym makroskopowo, ptaskim materiatem o wlasciwosciach
ortotropowych (rys. 7).

Rys. 7. Modelowanie k-tej warstwy kompozytu

Budowa kompozytu sprawia, ze orientacja widkien w kazdej k-tej warstwie
moze by¢ inna w stosunku do dowolnie przyj¢tego globalnego uktadu odniesienia
(rys. 8). W oparciu o odpowiednie relacje transformacyjne macierz zastepczych
wspélczynnikéw przewodnosci cieplnej dla ortotropowej warstwy kompozytu,
okreslona w globalnym uktadzie wspotrzednych, jest wyrazona zaleznoscia [3, 7]:

(20)

(N‘ A )sin 8" cos®" A\ sin’ 0" + 1| cos’ 6"

|:}ka. N, } _ Fkx cos’ 0" + A sin’ 0" (N‘X] -\, )sin ©* cos 0*
/S S B B VS

Xz v
X1

// /?/ i

Rys. 8. Kierunki gtéwne i dowolne k-tej warstwy kompozytu
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Zgodnie z przyjetymi zalozeniami, wielowarstwowy kompozyt jako catosé
tworzy makroskopowo jednorodny materiat ortotropowy o wilasnosciach beda-
cych wypadkowa wtasnos$ci tworzacych go warstw. Mozna wykaza¢, ze cieplne
wspélczynniki  przewodno$ci wielowarstwowego materialu  kompozytowego
opisuja nastgpujace zaleznosci [3]:

M= 2N hoE2N S A =XM s @D

gdzie:h = Z":hk oznacza grubos$¢ kompozytu, h; grubo$¢ k-tej warstwy kompo-

i=1
zytu, za$ n liczbg warstw.

Tak wigc gtéwnym celem modelowania kompozytu obcigzonego termicznie
jest wyznaczenie zastgpczych wspotczynnikéw przewodnosci cieplnej dla
wielowarstwowego materiatu kompozytowego, dla réznych ksztaltéw przekroju
poprzecznego widkien wypetniajacych matrycg, a nastgpnie okreslenie macierzy
przewodno$ci tego materiatu konstrukcyjnego w  funkcji parametrow
materiatowych i geometrycznych opisujacych jego strukturg.

Otrzymany ortotropowy model kompozytu stanowi punkt wyjscia do
sformutowania zadania optymalizacji w procesie projektowania optymalnej
struktury  kompozytowych elementéw konstrukcyjny pracujacych pod
obciazeniem cieplnym.

5. SFORMULOWANIE ZADANIA OPTYMALIZACJI

Mozliwo$¢ ksztattowania budowy kompozytéw pozwala uzyskaé zadane
wtlasnos$ci tych materiatéw konstrukcyjnych poprzez optymalne zaprojektowanie
ich struktury, a przede wszystkim wlasciwe rozmieszczenie i zorientowanie
widkien wypelniajacych w macierzy w poszczegdlnych warstwach. Wtasno$ci
termiczne materiatu kompozytowego, jak wspomniano wcze$niej, zaleza
od wiasnoéci termicznych matrycy 1 widkien wzmacniajacych oraz od
objetosciowego udziatu i ksztattu przekroju widkien wzmacniajacych w war-
stwach laminatu oraz orientacji i utozenia witdkien w analizowanym elemencie
konstrukcyjnym, a takze liczby i grubo$ci warstw.

Kazdy z wymienionych parametréw w réznym stopniu decyduje o wtasno-
$ciach termicznych kompozytu, a w konsekwencji takze wykonanego z niego
elementu konstrukcyjnego i moze by¢ traktowany jako zmienna decyzyjna
w procesie projektowania jego struktury. Jednak petne zalety takich materiatéw
konstrukcyjnych uzyskuje si¢ w przypadku optymalnego rozmieszczenia
i zorientowania witdkien w matrycy w poszczegdlnych warstwach kompozytu
z punktu widzenia przyjg¢tej w procesie optymalizacji miary jakosci kompozytu.
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W zwiazku z tym z grupy parametréw opisujacych struktur¢ kompo-
zytowego materialu w procesie jej optymalnego projektowania przyjeto jako
znane parametry deterministyczne wiasnosci termiczne widkien i matrycy oraz
liczbg i grubos¢ warstw, zas jako zmienne projektowe przyjeto orientacje i/lub
ksztatt widkien w kazdej warstwie.

Jak pokazano na rys. 9, orientacja widkien wzmacniajacych & jest okreslona
poprzez kat zawarty pomigdzy osia wtdkien w dowolnym ,,i-tym” punkcie ,,k-tej”
warstwy kompozytu a osig y; globalnego uktadu odniesienia [8].

y24 \Xz

Rys. 9. Orientacja wiékna w warstwie kompozytu

W obszarze warstwy parametr ten moze by¢ staly i wowczas widkna sa
utozone prostoliniowo w matrycy lub moze by¢ zmienny i wtedy widkna
w matrycy sa rozmieszczone krzywoliniowo. W tym drugim przypadku
orientacja widkien zalezy od zbioru parametréw ksztattu s, okreslajacych krzywa
przyjeta do opisu ksztattu osi tzw. ,,wltékna wzorcowego” w k-tej warstwie
kompozytu. Reasumujac, rozmieszczenie widkien w materiale kompozytowym
mozna wigc okresli¢ poprzez zbiér parametréw ksztattu s, definiujacych utozenie
wiokien w kazdej warstwie, tj. orientacje i/lub ich ksztatt. Wymienione parametry
stanowia wektor zmiennych projektowych b = {s; }.

Projektowanie optymalnych struktur kompozytowych zostalo rozpatrzone
pod katem uzyskania przez element konstrukcyjny wykonany z tego materiatu
okreslonych wtasno$ci termicznych. W zwiazku z tym jako funkcjonat celu
przyjeto pewna lokalng lub globalng miarg jako$ci, opisujaca zachowanie sig
elementu konstrukcyjnego pod wptywem dziatajacych obciazen z uwagi na
przyjete zmienne projektowe. W ogdlnej formie funkcjonat celu F. zostat
wyrazony jako [9,10]:

F. = [[(T,VT,q,f dQ + [(T.q,,T.)dT @2)

gdzie I'" 17y sa ciaglymi 1 r6zniczkowalnymi funkcjami swoich argumentéw.
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Optymalne projektowanie wymaga ponadto wprowadzenia ograniczenia,
ktérym moga by¢ nalozone ograniczenia termiczne, parametry strukturalne
materiatu kompozytowego (ggstos¢ widkien) lub koszt wykonania materiatu
konstrukcji kompozytowej, ktére zaleza od warto$ci zmiennych projektowych.

Zadanie optymalnego projektowania mozna wigc okresli¢ ogdlnie jako
poszukiwanie minimum lub maksimum funkcjonatu celu w odpowiedniej postaci
z wprowadzonym ograniczeniem.

Ostatecznie, rozpatrywany problem projektowania optymalnych struktur
kompozytowych zostal zapisany w postaci nastgpujacego zadania opty-
malizacji:

min. Fc (b) Iub max. FC (b) (23)

przy spetnieniu ograniczen termicznych: R, (b)—R, <0 lub ograniczonym koszcie
materialu: K(b)-K, <0, gdzie R, jest nalozona z gbéry pewna wlasnoscia
termiczna konstrukcji, za§ K, zadanym maksymalnym kosztem kompozytowej
struktury.

Reasumujac, zadanie optymalizacyjne begdzie rozpatrywane przede
wszystkim z uwagi na ksztatt i orientacje witdkien wypetniajacych w matrycy,
ktére to cechy przyjeto jako zmienne parametry projektowania. Jako funkcjonat
celu zostanie zbadana maksymalna lub minimalna warto$¢ strumienia ciepta lub
rozktad temperatury na brzegu oraz w obszarze ciata.

6. HYBRYDOWY SYSTEM OPTYMALIZACJI
STRUKTURY MATERIALOW KOMPOZYTOWYCH

Do rozwiazania sformulowanego zadania optymalnego projektowania
struktury materialéw kompozytowych opracowany zostal tzw. hybrydowy system
optymalizacyjny, sktadajacy si¢ z dwoch wspdlpracujacych ze soba algorytméw:
ewolucyjnego i gradientowego (rys. 10).
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Rys. 10. Hybrydowy system optymalizacyjny

Hybrydowy system optymalizacyjny zostal dodatkowo rozszerzony o metod¢
elementéw skonczonych, stuzaca do rozwigzywania zadania analizy ukladéw
termicznych kompozytowych elementéw konstrukcyjnych oraz metod¢ bezpo-
$rednig analizy wrazliwosci, przeznaczona do wyznaczania pochodnych pdl stanu
powstajacych w konstrukcji z uwagi na przyjgte zmienne projektowe.

Pierwszy etap optymalizacji stanowi algorytm ewolucyjny, ktéry oparty jest
na nasladowaniu naturalnych proceséw zachodzacych w przyrodzie [11].

Algorytm ewolucyjny startuje z losowo wybranego punktu poczatkowego,
generujac w kolejnych pokoleniach rozwiazanie blizsze rozwiazaniu opty-
malnemu. W kroku oceny populacji algorytm wspdlpracuje z metoda elementow
skonficzonych [2], w ktdrej zostaja wyznaczone pola stanu obcigzonej termicznie
kompozytowej konstrukcji z uwagi na wygenerowane w aktualnej populacji
warto$ci zmiennych projektowych, a w konsekwencji takze warto$¢ rozpa-
trywanego funkcjonatu celu.

W celu zwigkszenia efektywnosci obliczen zastosowano jedna z gradien-
towych technik optymalizacyjnych, a mianowicie metod¢ zmiennej metryki [12],
przy czym algorytm startuje z punktu wygenerowanego w koncowej fazie
algorytmu ewolucyjnego.

Zastosowanie metody zmiennej metryki w procesie optymalizacji struktury
kompozytowych elementéw konstrukcyjnych wymagato obliczenia gradientu
(wrazliwosci pierwszego rze¢du) funkcjonatu mierzacego jako$¢ konstrukcji
wzgledem zmiennych projektowych. Dla funkcjonatu celu F,, okreSlonego
zaleznoscia (22), jego wrazliwo$¢ pierwszego rzedu z uwagi na i-ta sktadowa
wektora zmiennych projektowania b; (gdzie: i = 1, ..., p) ma postaé:
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F, = [T, dQ+TWdQ), 1+ [[y, dT+ydD),] (24)

i wymaga znajomosci pochodnych pdl stanu. Do ich wyznaczenia zastosowano
metod¢ bezposrednia analizy wrazliwosci [9, 10]. W metodzie tej, nieznane
pochodne pdl stanu obliczane sa przez rozwigzanie pewnych dodatkowych
probleméw przewodzenia ciepta, opisanych réwnaniami otrzymanymi w wyniku
zrézniczkowania rdwnan problemu podstawowego wzgledem kazdego elementu
wektora zmiennych projektowych.

Problem dodatkowy przewodzenia ciepla stowarzyszony z p-tym
parametrem projektowania jest opisany réwnaniem przewodzenia, warunkami
brzegowymi, ktérych posta¢ wynika z odpowiednich réwnan dla problemu
podstawowego.

Réwnanie przewodzenia dla problemu dodatkowego okreslamy rézniczkujac
réwnanie przewodzenia w ukladzie podstawowym wzgledem parametru
projektowania b. Warunki brzegowe na fragmentach brzegu zewngtrznego, w
ukladzie dodatkowym stowarzyszonym z p-fym parametrem projektowania,
mozna otrzymaé przez zrdézniczkowanie réwnan dla uktadu podstawowego.
Kazdy z probleméw dodatkowych jest definiowany przez rézniczkowe réwnanie
przewodzenia w uktadzie dodatkowym oraz warunki brzegowe na okreslonych
czesciach brzegu zewnetrznego [10].

Rézniczkujac zatem réwnania (1-3), opisujace zachowanie si¢ konstrukcji
podstawowej (rys. 2), wzgledem zmiennej b;, otrzymujemy:
= réwnanie przewodzenia w ukladzie dodatkowym:

—divq, +f, =0
p P
q, =-AVT, +q (25)
p p
*
q =—A VT
p

= warunki brzegowe w uktadzie dodatkowym:

T, (x)=0

q,,,=n-q,, =0

q,.,=nq,,=h[T, -T"] (26)
hy

T =—2(T-T

1= (r-T)

Otrzymany uktad réwnan (25-26) opisuje tzw. ,,i-ta konstrukcje dodatkowa”
o takim samym ksztalcie i wykonang z materiatu kompozytowego o takich
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samych parametrach termicznych jak konstrukcja podstawowa, ale poddana
dziataniu dodatkowego wstgpnego strumienia cieplnego q" (rys. 11).

L TP = T Obszar Q: A, %, q"

Rys. 11. Problem dodatkowy ustalonego przewodzenia ciepta dla i-tej konstrukcji
dodatkowej rozpatrywanej w analizie wrazliwosci

Szukane pochodne pél konstrukcji podstawowej wyrazaja si¢ zatem przez
odpowiednie pola stanu i-tej konstrukcji dodatkowej i sa otrzymywane
w wyniku rozwiazania uktadu réwnan (25-26). W praktyce analityczne wyrazenia
na wrazliwo$¢ poddaje si¢ dyskretyzacji i oblicza numerycznie przy
wykorzystaniu metody elementéw skonczonych [2]. Rozwiazanie problemu
podstawowego pozwala wyznaczy¢ we¢ztowe wartoSci temperatury w analizo-
wanej konstrukcji kompozytowej oraz ich kolejne pochodne, potrzebne w etapie
syntezy do wyznaczenia wrazliwosci pierwszego rzedu lokalnych i/lub
globalnych miar jakosci konstrukcji, ze wzgledu na parametry projektowania,
potrzebnych w procesie optymalizacji konstrukcji kompozytowe;.

7. NUMERYCZNE PRZYKLADY OBLICZENIOWE

W rozdziale tym przedstawiono praktyczne rozwigzanie rozpatrywanego
w pracy problemu projektowania optymalnych struktur kompozytowych
obciazonych termicznie.

Optymalne projektowanie tréjwarstwowej prostokatnej tarczy
wzmocnionej wiéknami o przekroju kolowym

W przykladzie tym rozpatrywana jest prostokatna tarcza o wymiarach
400 x 200 mm, izolowana cieplnie wzdtuz trzech brzegéw i poddana dziataniu
obciazenia cieplnego w postaci konwekcji wzdluz brzegu CD (rys. 12),
oraz punktowemu obciazeniu cieplnemu w punkcie E o okreslonej wartoSci.
Tarcza wykonana jest z kompozytu w postaci laminatu zbudowanego z 3 warstw
epoksydowej matrycy, wypetnionych jednokierunkowo widéknami szklanymi
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o kotowym przekroju poprzecznym widkien i okreslonych ponizej danych
materiatowych.

Dane materiatowe

konstrukcji:
wilokna:

A, = 0.04 W/(mK)
matryca:
A= 0.3 W/(mK)
pv=03

EoD v h =50
T=100C | T.=25C

o
(@)

RRRARRRRRNE
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200
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>
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400
Rys. 12. Element konstrukcyjny poddany warunkom brzegowym

Problem optymalnego projektowania tarczy rozpatrzono dla trzech réznych
funkcjonatéw celu, uwzgledniajac prostoliniowy ksztatt osi widkien wypet-
niajacych. Przyklad ten ma pokaza¢ w jaki sposéb kryterium optymalizacyjne
wplywa na wyniki przy zachowaniu tych samych warunkéw brzegowych.

Do poszukiwania optymalnych rozwiazan zastosowano ewolucyjny system
optymalizacyjny. Zadanie rozwiazano dla modelu dyskretnego, dzielac obszar
tarczy na trojkatne, tréjweztowe elementy skonczone.

Jako zmienne projektowe przyjeto dwa niezalezne parametry: katy 6, i 6
opisujace utozenie jednej rodziny prostoliniowych widkien wypetniajacych
odpowiednio w warstwach zewngtrznych kompozytowego materiatu i warstwie
srodkowej. Zakres zmienno$ci dla kazdego parametru przyjeto w granicach
od 0° do 180°.

W wyniku przeprowadzonej optymalizacji, przy uzyciu ewolucyjnego
systemu, uzyskano optymalne wartosci zmiennych projektowych dla nastg-
pujacych probleméw [9, 10]:

1) Funkcjonal celu uwzgledniajacy strumien ciepta na brzegu konstrukcji lub
jego czesci, ktéry ma nastgpujaca postac:

F, = [q,dr 27
r

W zalezno$ci od wymagan, ktére stawiamy kompozytowi (projektujemy
optymalny izolator cieplny lub przewodnik uwzgledniajac przyjete warunki
brzegowe) funkcjonat (27) powinien odpowiednio osiaga¢ warto$¢ minimalng lub
maksymalna.
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2) Funkcjonal celu bedacy miara temperatury, okreslony na catosci lub czgsci
brzegu kompozytowej konstrukcji, mozna okresli¢ nastgpujaco:

Ty
F = J(T—OJ dr (28)

gdzie T oznacza gdérny poziom dopuszczalnej temperatury, za$ n parzysta liczbg

catkowita. Przy n — oo minimalizacja powyzszego funkcjonatu daje wyr6wnanie

rozktadu temperatury na swobodnym brzegu i minimalizacj¢ jej maksymalnych

lokalnych wartosci.

3) Funkcjonat celu bgdacy miara temperatury, okreSlony w catej lub czesci
objetosci kompozytowej konstrukcji, majacy posta¢ opisana nastgpujaca
zaleznoScia:

(29)

Minimalizacja powyzszego funkcjonalu daje wyréwnanie rozkladu
temperatury wewnatrz optymalizowanej konstrukcji.

Otrzymane wartosci zmiennych projektowych: 6, i 6, dla okreslonych
zalezno$ciami (27), (28) oraz (29) funkcjonatéw celu, uzyskane w wyniku
przeprowadzonej optymalizacji oraz odpowiadajace im wartosci funkcjonatow
celu, zostaly zestawione w tabeli 1.

Tabela 1. Wyniki procesu optymalizacji przy uzyciu systemu ewolucyjnego

Zmienne projektowe Funkcjonal celu
Tre Warstwy Warstwa Fopin b F .\
zewnetrzne srodkowa

Problem I 6, = 46° 6 = 46° Fomax = 1276 W

funkcjonat (27) 6, = 136° 6 =136° Fomin=1147W
Problem 11 6,=118° 6=118° Femin=0.84
funkcjonat (28) 6,=0° 6=0° Fepor =0.83
Problem IIT 6,=20° 6 =20° Femin = 0.97
funkcjonat (28) 6,=0° 6=0° Fepor = 1.00




72 Komputerowo zorientowana analiza i optymalne projektowanie...

Optymalne ulozenie prostoliniowych wiékien w poszczegdlnych warstwach
kompozytowego materiatu tarczy dla analizowanych probleméw przedstawiono
odpowiednio na rys. 13, 14 oraz 15.

Aby zobaczy¢ jaki wplyw moze mie¢ optymalne ulozenie widkien na
wtlasno$ci konstrukcji, poréwnano optymalny element konstrukcyjny z identy-
cznym elementem konstrukcyjnym wykonanym z tego samego materiatu,
ale w postaci warstwy kompozytu wzmocnionej jednokierunkowo widknami
utozonymi réwnolegle do osi y; lub z najgorszym rozwiazaniem dla danego typu
konstrukc;ji.

Problem 1

F
AV Lmax _ 7

cmin

Rys. 13. Utozenie widkien dla tarczy: a) realizujacej maksimum funkcjonatu 27,
b) realizujacej minimum funkcjonatu 27

Yo =
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i
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% |
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N~ o] )
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QA \
wykres funkcji odpowiadajqcej 92'7% F.
minimum strimienia ciepla I R I
— Wykres funkcji odpowiadajacej
maksimum strumienia ciepta

Rys. 14. Rozktady strumienia ciepta na swobodnym brzegu
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A

>

utozeniem widkien
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Rys. 15. Utozenie widkien w tarczy optymalnej i poréwnawczej

Problem I11
F
Pt _ 103
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Ay, tarcza z optymalnym Ay tarcza
utozeniem widkien poréwnawcza

.
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>

Rys. 16. Optymalne utozenie widkien w tarczy optymalnej i porownawczej

Rozktad temperatur dla analizowanej konstrukcji kompozytowej, dla ktdrej
nastgpuje wyréwnanie rozktadu temperatury wewnatrz obszaru, przedstawiono

narys. 17.
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Rys. 17. Rozktad temperatur w obszarze tarczy optymalnej a) i poréwnawczej b)

We wszystkich prezentowanych przyktadach rozpatrywano problem
wlasciwosci termicznych konstrukcji, ktére moga mie¢ wptyw na jej wlasnos$ci
uzytkowe. W zalezno$ci od wybranego kryterium optymalizacyjnego, definiu-
jacego uzyteczno$¢ konstrukcji w wybranych warunkach eksploatacyjnych,
otrzymano diametralnie rézne ulozenie widkien w kompozycie. Fakt ten
wskazuje na konieczno$¢ precyzyjnego doboru kryteriéw jakos$ci, ktére pozwola
na wtasciwe dobranie parametrow materiatowych konstrukcji do warunkéw
eksploatacyjnych.

Projektowanie konstrukcji kompozytowej z wypelnieniem
wloknami prostoliniowymi i parabolicznymi

Problem optymalnego projektowania tarczy kompozytowej jako przewod-
nika cieplnego, sformulowany w postaci (30), rozpatrzono dla dwéch réznych
klas ksztattu osi wtdkien wypetniajacych: prostoliniowych oraz krzywoliniowych
o0 osi opisanej zadang funkcja parabola:

E = qul" — max (30)
Fl't

Wektor zmiennych projektowania b jest wektorem parametréw ksztattu
przyjetych do opisu ksztalttu osi wiékna wzorcowego w poszczegdlnych
warstwach kompozytu.

Optymalnemu projektowaniu zostat poddany materiat kompozytowy
elementu konstrukcyjnego przedstawionego na rys.18. Tarcza wykonana jest
z kompozytu w postaci laminatu zbudowanego z 3 warstw epoksydowej matrycy
wypetnionych  jednokierunkowo wtéknami szklanymi o kolowym przekroju
poprzecznym widkien i okreslonych ponizej danych materialowych.
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Dane materiatowe
konstrukcji:

widkna:

Ay = 0.04 W/(mK)

matryca:

A= 0.3 W/(mK)

' = 0.3
:20(%00 A

Rys. 18. Element konstrukcyjny poddany warunkom brzegowym

Obliczenia wykonano dla ustalonego przeptywu ciepta. W pracy przyjeto,
ze na dwoch brzegach kompozytowego katownika spelnione sa okre$lone
warunki brzegowe, pozostate krawedzie przyjeto, ze sa izolowane cieplnie q, = 0.
Na brzegu obciazonym cieplnie mniejsza temperatura obliczono warto$¢
funkcjonatu celu (30).

Zadanie rozwiazano dla modelu dyskretnego, dzielac obszar tarczy na
tréjkatne, tréjweztowe elementy skonczone.

Wiokna prostoliniowe

W pierwszym z przypadkéw jako zmienne projektowe przyjeto dwa
niezalezne parametry: katy 6, i 6. Dla kazdego z parametréw przyjgto
przedzial zmienno$ci w granicach od 0° do 180° opisujacy ulozenie jednej
rodziny prostoliniowych widkien wypetniajacych odpowiednio w warstwie
srodkowej 1 warstwach zewngtrznych kompozytowego materiatu przedsta-
wionego narys. 18.

V24 V24
Warsiwy warsiwa
zewnenzne srodkowa
_{0°,180°
8, _(0°,180°) yi 6 (07,1807} S

Rys. 19. Zmienne projektowe dla prostoliniowego wtékna wzorcowego
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W wyniku przeprowadzonej optymalizacji przy uzyciu systemu ewolu-
cyjnego uzyskano nastgpujace wartosci dla przyjetych zmiennych projektowych:
6 = 33°1 6 = 85°, dla ktérych to wartosci, funkcjonat celu (30) wynidst
F. =1091[W].

Optymalne ulozenie prostoliniowych wiékien w poszczegdlnych warstwach
kompozytowego katownika przedstawiono na rys. 20.

Witokna krzywoliniowe

Problem  optymalnego  projektowania  kompozytowego  elementu
konstrukcyjnego przedstawionego na rys.18 rozpatrzono nastgpnie dla przypadku
wypetnienia warstw kompozytu rodzing parabolicznych widkien. W rozpatry-
wanym zadaniu przyj¢to szczegblne postacie réwnan opisujacych ksztatt wiékna
wypelniajacego, a mianowicie: y, =a, (y,—p,)° w warstwie Srodkowej dla

@, = 0° parabola o ramionach symetrycznych wzgledem osi y,, y, =a,(y, -p,)’

w warstwach zewnetrznych dla ¢, = 90° parabola o ramionach symetrycznych
wzgledem osi y;. Parametrami projektowymi byly zatem cztery niezalezne
wspotczynniki a,, p; oraz a,, p».

W wyniku przeprowadzonej optymalizacji maksymalna warto$¢ funkcjo-
natu celu (30) wyniosta F.= 13,16 [W]. Ulozenie widkien w poszczegdlnych
warstwach kompozytowego materiatu konstrukcji po optymalizacji rodzinami
prostoliniowych i parabolicznych witékien przedstawiono na rys. 20.

warstwy zewnetrine

\\\\\\\\\\\\\\

warstwa srodkowa

Rys. 20. Element konstrukcyjny po optymalizacji rodzing prostoliniowych
i parabolicznych widkien
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Poréwnujac optymalne wartoSciami funkcji celu uzyskane w rozpatrywanych
klasach ksztattu osi widkien wypelniajacych, stwierdzono okoto 21% wzrost
nat¢zenia strumienia cieplnego na brzegu obciagzonym cieplnie mniejsza
temperatura po optymalizacji rodzinami widkien parabolicznych, co pozwala na
zaprojektowanie konstrukcji kompozytowej o wyzszych wilasno$ciach przewo-
dzacych ciepto niz w przypadku konstrukcji wypetnionej rodzing widkien
prostoliniowych.

8. PODSUMOWANIE

Wyniki przedstawione w rozprawie pozwalaja stwierdzi¢, ze dobdr
odpowiedniego ksztattu osi widkien wypekliajacych w kompozycie wptywa
istotnie na uzyskiwane wtlasno$ci termiczne wykonanego z niego elementu
konstrukcyjnego. Projektowanie catkiem dowolnego, a czasami skompli-
kowanego ksztattu widkien wypetniajacych jest niewskazane z technologicznego
punktu widzenia. Tak wigc mozna stwierdzi¢, ze petne zalety kompozytowych
materiatléw konstrukcyjnych mozna uzyska¢é w przypadku optymalnego
projektowania ich struktury, a przede wszystkim wilasciwego rozmieszczenia
i zorientowania widkien wypetniajacych w matrycy z punktu widzenia przyjetej
w procesie optymalizacji miary jako$ci kompozytu.

Zaproponowana technika optymalizacyjna, polegajaca na potaczeniu
algorytmu ewolucyjnego z algorytmem gradientowym, jest efektywnym narzg-
dziem w rozwigzywaniu zadan projektowania optymalnych struktur kompozytéw
widknistych.

Uzyskane wyniki moga stanowi¢ punkt wyjscia do projektowania struktury
materialu kompozytowego stanowigcego tworzywo konkretnej konstrukcji
pracujacej pod zadanym obciazeniem, pozwalajac tym samym uniknaé
kosztownych i pracochtonnych badan do§wiadczalnych, ktére mozna ograniczy¢
do koncowych badan eksperymentalnych gotowej konstrukcji.
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THE COMPUTER ORIENTED ANALYSIS AND OPTIMAL
DESIGN OF FIBRE COMPOSITES SUBJECTED
TO THERMAL LOAD

Summary

The dissertation is devoted to the problem of optimal design of two-

dimensional structures made of filling fibre composite materials subjected to
thermal loading. The problem of optimal design of fibre shape or orientation
in the composite so that that the structural element made from this material
fulfils the requirements imposed on its thermal properties. A homogeneous
orthotropic model of the composite material is introduced for the purposes
of structural analysis and optimal design of the most profitable orientation
of fibers arrangement for the assumed structural behavior. The hybrid
optimisation algorithm, consists of a sequence of evolution and gradient-
oriented procedures, is applied during design process and it is supplemented
with finite element method of heat transfer analysis.
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